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VI PRKFACE. 

observations, judicieuses et profondes, qui m'ont été souvent très 
utiles. Enfin, je ne dois pas oublier M. Maurice Fréchet, qui a 
apporté tous ses soins à la rédaction et à la revision des épreuves. 
Il a notamment mis au point quelques démonstrations dont j'avais 
seulement indiqué la marche générale. 

Ce Volume est le sixième de ceux que j'ai publiés sur la Théorie 
des fonctions'^ il est le huitième de la Collection de Monogra- 
phies dont M. Gauthier- Villars a bien voulu me confier la direc- 
tion et dont on voudra bien m'excuser de dire ici quelques mots. 

Tout d'abord, bien qu'il soit devenu banal de parler de l'accueil 
excellent que reçoivent à la maison Gaulliier-Villars toutes les 
publications scientifiques, je considère comme un devoir de men- 
tionner ici toute la part qui revient à M. Gauthier- Villars dans la 
création de cette Collection et dans la manière dont elle est pré- 
sentée au public. 

Comme je l'ai dit dans la Préface du premier de ces Volumes, 
il m'avait semblé qu'il y avait place, entre les Traités d'Analyse 
et les Mémoires originaux, pour des publications moins étendues 
que les Traités et plus accessibles que les Mémoires. Une telle 
forme de publication me paraissait éminemment de nature à favo- 
riser la recherche et l'événement n'a pas déçu mes espérances. 
J'ai été ainsi encouragé à continuer ces publications et, ne pou- 
vant traiter toutes les parties de la Théorie des fonctions, à 
m'adjoindre des collaborateurs. Ceux dont on a pu lire les noms 
à la page précédente sont assez connus pour qu'il n'y ait pas lieu 
de les présenter au public mathématique. Chacun d'eux a choisi 
son sujet; car, pour que cette Collection conserve le caractère 
vivant qu'on a bien voulu généralement lui reconnaître, il a paru 
nécessaire de ne pas découper arbitrairement la science en mor- 
ceaux dont chacun serait attribué à un auteur, mais de laisser 
chaque auteur déterminer lui-même le cadre dans lequel il pour- 
rait le plus aisément développer sa pensée : sous la seule réserve 
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d'éviter qu'un Volume fasse double emploi. Mais il a paru préfé- 
rable d'admettre parfois quelques brèves redites plutôt que de 
renoncer à l'indépendance des Volumes de la Collection, chacun 
d'eux devant pouvoir être lu isolément par un lecteur ayant des 
connaissances générales d'Analyse. Sans ce principe d'indépen- 
dance, on aurait eu tous les inconvénients d'un grand Traité, 
sans en avoir les avantages. 

Je ne pense pas qu'il y ait lieu de justifîer, auprès des lecteurs 
habituels de cette Collection, l'intérêt primordial qui s'attache à 
la Théorie des fonctions, qui est la base de l'Analyse moderne. 

A ceux qui penseraient que cette Théorie s'éloigne trop de la 
pratique pour conserver de l'intérêt dans un siècle où les applica- 
tions prennent de plus en plus d'importance, je me permettrai de 
signaler, en particulier, dans ce Livre, les quelques pages consa- 
crées à l'interpolation (p. "jS à 92). Ils reconnaîtront, je pense, 
que les recherches, en partie nouvelles, qui s'y trouvent exposées 
et qui sont basées sur les parties les plus modernes de la Théorie 
des fonctions, sont susceptibles d'applications presque immé- 
diates à des questions pratiques de natures très diverses. Il y a, 
il est vrai, bien des parties de la théorie moderne des fonctions 
dont la portée pratique n'apparaît pas immédiatement; mais, 
outre l'intérêt qui s'attache à leur beauté propre, qui nous assure 
que cette portée n'apparailra pas un jour? Pourquoi limiter arbi- 
trairement le champ des Mathématiques que Ton juge suscep- 
tibhîs d'applications? 

Ëntin, en terminant cette déjà trop longue Préface, je crois 
devoir faire remarquer que, sur les six Volumes que j'ai publiés 
dans la Collection, quatre ont été rédigés d'après des Leçons 
faites à l'Ecole Normale supérieure. 

Si j'ai pu organiser à l'École cet enseignement, c'est grâce à 
l'esprit libéral de l'administration, et particulièrement du sous- 
directeur de la Section scientifique, M. Jules Tannery, toujours 
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plus préoccupé d'encourager les înitialives qu'il juge bonnes que 
de faire strictement observer la lettre des règlements. Au nom de 
M. Jules Tannery je tiens à associer ceux de tous les autres mathé- 
maticiens à côté desquels j'ai eu l'honneur et le plaisir d'enseigner 
à l'École : M. Goursat, M. Painlevé et M. (ladamard. Car c'est 
seulement grâce à la collaboration amicale de collègues unique- 
ment guidés dans leurs rapports mutuels par le désir de tout 
organiser au mieux des intérêts des élèves et de la Science qu'il 
a pu être possible de trouver la place de ce nouvel enseignement. 
C'est pour moi un agréable devoir de rendre publiquement ce 
témoignage. 

Saint-PauI-des-Fonts (Aveyron), i5 août 1904. 
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CHAPITRE I. 

NOTIONS GÉNÉRALES SUR LES ENSEMBLES. 



Puissance (Tun ensemble, — L'idée d'ensemble est une notion 
primilive dont nous ne donnerons pas de définition ( * ). Citons 
seulement quelques exemples d'ensembles : l'ensemble des points 
d'une droite, l'ensemble des polynômes en .r, l'ensemble des 
surfaces minima, etc. 

On peut raisonner sur les ensembles sans s'occuper de la nature 
des objets qu'ils contiennent. Lorsqu'un ensemble est fini, on est 
ainsi amené à distinguer, ])armi les propriétés abstraites de cet 
ensemble, le nombre des objets qu'il contient. Deux ensembles 
finis contiennent chacun le même nombre d'objets si, à tout 
élément de Tun, on peut faire correspondre un élément de l'aulre 
et réciproquemenl. S^ il en est encore ainsi pour deux ensembles 
QUELCONQUES E, E| , nous dirons avec M. Cantor que E a même 
PUISSANCE que E|. Nous pouvons maintenant nous proposer de 
comparer, au point de vue de la puissance, un ensemble quelconque 
à quelques ensembles qui nous sont familiers et que nous pren- 
drons pour types. 



(') Ko<>, pour la discussion de l'idée d'cnscinblc, Emile Borel, Leçons sur la 
théorie des Fonctions, Chapitre I et Notes. (Paris, Gaulliier-Villars.) 

E. B. I 
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Ainsi, un ensemble E qui a même puissance que Tenseinble 
des nombres enliers : i, 2, 3, . . ., /i, . . ., est un ensemble dé- 
nombrable. Si E a même puissance que Tcnsemble des nombres 
compris entre o et 1 (limites comprises), on dira que E a la 
puissance du continu. 

Donnons des exemples de l'un et de l'autre cas. Un ensemble 
de nombres : Um^,m^,...,mi q"' se distinguent par la suite de leurs 
k indices entiers mi, . . ., m^ est un ensemble dénombrable. Il 
suffit, pour le voir, de montrer que l'on peut ranger ces nombres 
dans Tordre i , 2, ...,/?, . . . , de façon à les obtenir tous, chacun 
une seule fois. Pour cela, considérons tous ceux de ces nombres 
dont la somme des indices est égale à /i. Il y en a un nombre fini, on 
peut donc les numéroter. Si Ton opère ainsi pour/i =: i , /i =2, . . . , 
on pourra les numéroter tous à partir de i . 

Ainsi les nombres rationnels — forment un ensemble dénom- 

brable, car Up^q = — est bien déterminé par les indices entiers/? 

ety («). 

De même, on peut démontrer (2) que l'ensemble des points 
compris dans un carré de côté égal à i a même puissance que 
l'ensemble des points situés sur un de ses côtés, c'est-à-dire, a 
la puissance du continu. Une question se présente naturellement 
au sujet des deux ensembles que nous avons pris pour types : 
l'ensemble E des nombres compris entre o et 1 est-il dénom- 
brable? La réponse est négative (') : lorsqu'on enlève de l'en- 
semble E une infinité dénombrable d'éléments, il en restera 
toujours une infinité, de quelque manière qu'on opère (*). 



(') Suivant les cas, on est amené à regarder comme distinctes deux frac- 

tions — ) ^ du moment que p' et q' ne sont pas égaux respectivement à /? et ^, 

ou k ne pas regarder comme distinctes deux fractions égales, c esl-à-dire telles 
(\ikt pq' — qp' = 0y mais, quelle que soit la convention faite, la conclusion est la 
même. 

(') Voir E. BoREL, toc. cit. y p. 17. 

(*) Voir E. BoREL, toc. cit., p. i'\. 

(*) D'ailleurs il ne faudrait pas croire que les deux types de puissances que 
nous avons considérés soient les seuls possibles. Voir, à ce sujet, Ë. Borel, loc. 
cit., p. 107. 
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Ensembles de points. 

On peut aller beaucoup plus loin dans celte étude des ensembles 
abstraits. Mais nous aurons surtout à utiliser dans la suite les pro- 
priétés spéciales aux ensembles de points (et particulièrement 
de points d'une droite). Plusieurs de nos résultats pourront se 
généraliser à l'espace à n dimensions, en appelant point un en- 
semble de n nombres réels : x<, a^a, . . ., Xn^ et sphère le lieu des 
points pour lesquels on a 

Le nombre positif r sera la distance du point x^^ . . . , a:,, au 
centre «i , . . . , On ; R est le rayon de la sphère. 

La notion fondamentale qui s'introduit dans la considération 
des ensembles de points à un nombre quelconque de dimensions 
est celle de point limite. Nous dirons qu'un point A est point 
limite d'un ensemble E si, quel que soit le nombre positifs, on 
peut trouver un point de l'ensemble E distinct de A et dont la 
distance à A soit plus petite que e. 

11 résulte évidemment de cette définition qu'il y a une infinité 
de points de E près de A. 

11 y a souvent avantage à introduire la considération du point à 
l'itifini. Il sera, par définition, point limite de E, s'il y a des points 
de E à l'extérieur d'une sphère quelconque. 

L'ensemble E' des points limites de E est l'ensemble dérivé 
de E. On dira que l'ensemble E est fermé s'il contient tous les 
points de son dérivé E' etpar/ait s'il coïncide avec E'. 

On voit immédiatement que l'ensemble dérivé E' d'un 
ensemble quelconque E est fermé. En effet, près d'un point 
limite quelconque de E', B, il y a des points A' de E' et, près 
de A', il y a des points A de E. On peut s'arranger (s étant un 
nombre positif donné) pour que les distances de B à A' et ensuite 

de A' à A soient plus petites que - et alors la distance de B à A 

sera plus petite que e; car il résulte de la définition analytique de 
la distance qu'un côté d'un triangle est au plus égal à la somme 
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des deux autres. Donc un point limite quelconque de E' est un 
point de E'. 

L^étude de l'ensemble dérivé E' d'un ensemble E peut dans 
certains cas nous révéler certaines propriétés de l'ensemble E, 
comme nous allons le voir. D'autre part, le sujet de cette élude 
est plus restreint, puisque E' ne peut être donné a priori d'une 
façon quelconque, d'apr<>s le théorème précédent. 

Théorème de Weiehstrass-Bolzano. — La condition néces- 
saire et suffisante pour qu^un ensemble ne contienne qu^un 
nombre fini de points est que son ensemble dérivé soit nul 
(c'est-à-dire qu'il n'y ait pas de points limites de E). 

Il suffit évidemment de démontrer que, si un ensemble E con- 
tient une infinité de points, il a au moins un point limite. En 
effet : ou bien le point à l'infini est point limite; ou bien tous 
les points de E sont dans une sphère S de rayon fini. En agran- 
dissant S, on peut supposer que S soit un volume limité par des 
plans parallèles aux plans de coordonnées (*). Menons maintenant 
des plans équidistants de ceux-ci; ils partageront S en un certain 
nombre de parties égales S|, S',, ... et dans l'une au moins de 
ces parties, S| par exemple, il y aura une infinité de points de E. 
Opérons de même sur S| 5 il y aura une des parties de S| au moius, 
soit S2, qui contiendra une infinité de points de E, et ainsi de suite. 
On formera ainsi des régions S, S<, Sj, . . . contenant toutes une 
infinité de points de E, chacune intérieure à la précédente et qui 
tendent manifestement vers un point A situé à leur intérieur ou 
sur leur contour. Le point A sera un point limite de E, puisqu'il 
y aura une infinité de points de E aussi rapprochés de lui qu'on 
le voudra. 

jNous allons maintenant démontrer une proposition analogue 
en utilisant une locution introduite par M. Ernst Lindelol. Nous 
appellerons avec lui point de condensation d'un ensemble E, un 
point A tel que, dans une sphère de centre A et de rayon aussi 
petit (|ue l'on veut, il existe une ^infinité non dénombrablc de 
points de E. I^e point à l'infini sera un point de condensation s'il 



(') Nous appelons plan coordonné Tenscmblc des points pour lesquels on a 
j*. = 0.; un plan parallèle à x---.o est a:,= rt,; la dislance des plans jc- — a^y 
x--.b- est |a, — 6.1. 
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y a une infinité non dénombrable de points de E à l'extérieur 
d'une sphère de rayon aussi grand que l'on veut. 

On peut alors répéter la démonstration du théorème précédent 
en remplaçant les mots : infinité de points par infinité non dénom- 
brable de points ^l points limites par points de condensation. On 
prouvera ainsi que tout ensemble non dénombrable admet au 
moins un point de condensation. 

Celte même notion permet de démontrer simplement la propo- 
sition suivante (') : 

Théorème de Cantor-Bendixson. — Un ensemble fermé 
quelconque F peut être décomposé en un ensemble parfait P 
et un ensemble dénombrable D. 

En effet, appelons P l'ensemble des points de condensation 
de F (ce sont des points de F puisque F est fermé) et soit D l'en- 
semble des autres points de F. 

Je dis que P est parfait et D dénombrable. 

Tout d'abord, P coïncide avec son dérivé P'. Car, soit A' un 
point de P', il y a près de A' une infinité de points A de P dans 

une sphère de centre A' et de rayon -• Près d'un point A, il y a 

une infinité non dénombrable de points B de F dans une sphère de 

centre A et de rayon * • Donc, il y a une infinité non dénombrable 

de points de F dans la sphère de centre A' et de rayon e : A' est un 
point de P. 

Réciproquement, considérons deux sphères S,,, 2^^ concentriques 

à un point Ai de P et de rayons - > • Entre ces deux sphères, 

il ne peut y avoir un nombre fini ou une infinité dénombrable de 
points de F quel que soit n. Sans quoi, on pourrait les désigner 
par anij ti^a? ^«3? • • •? et alors, dans une sphère de centre A| et 
de rayon assez petit, il n'y aurait d'autres points de F que des 
points aik qni forment comme on l'a vu un ensemble dénombrable. 
Par conséquent, A| ne serait pas point de condensation de F. 
Il y a donc des valeurs de n aussi grandes que l'on veut pour 



( ' ) Cette proposition a été démontrée d'abord au moyen de la considération 
des nombres transfinis. 
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lesquelles il y a un ensemble non dénombrable de points de F 
entre S„, S',,. 

D'après le théorème démontré, il y aura au moins un point de 
condensation de F entre Un et S^. Le rayon de S» tendant vers 
zéro, A| sera un point limite de P. Ainsi P est parfait; il en résulte 
en particulier qu'un point de D ne peut être limite de points de P. 
Autrement dit, la distance d*un point bien déterminé C de D à 
un point quelconque A de P a un limite inférieure r non nulle. 

L'ensemble E| des points de D pour lesquels r I> - est dénom- 
brable, sans quoi cet ensemble E| aurait au moins un point de 
condensation qui serait en même temps un point de condensation 

de F. Or ceci est impossible puisque r > — • Nous pourrons donc 

ranger les points de D pour lesquels r> i dans l'ordre Ch, Cu, 

C|3, ... puis ceux pour lesquels on a i ^r>- - dans l'ordre c^ij 

C22, C23, ... et ainsi de suite. Tous les points de D pouvant être 
obtenus chacun une fois dans l'ensemble des c/a, D est bien dé- 
nombrable. La démonstration précédente n'est exacte que si tous 
les points de l'ensemble sont à distance finie. Une simple transfor- 
mation homographique ramènerait à ce cas l'hypothèse contraire. 

Structure çles ensembles parfaits linéaires. 

Nous allons maintenant nous restreindre à la considération des 
ensembles de points situés sur le segment (0,1) que nous appel- 
lerons intervalle fondamental. Quelques-uns de nos résultats 
pourraient s'étendre comme les précédents aux ensembles de 
points à n dimensions, mais nous n'aurons pas à utiliser cette 
extension. 

Considérons un ensemble de points de l'intervalle fondamental ; 
nous dirons qu'il est dense dans un intervalle partiel (a, 6), si' 
son ensemble dérivé contient tous les points de cet intervalle. On 
voit qu'un ensemble dense dans un intervalle (a, b) contient, s'il 
est parfait, tous les points de cet intervalle. 

Nous allons montrer maintenant comment on peut construire 
un ensemble parfait P défini dans l'intervalle fondamental. Soit, 
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dans cet intervalle, un point A n^appartenant pas à Tensemble P 
[ce qui suppose que F n'est pas dense dans l'intervalle (o, i)]. 
Supposons d^abord qu'il existe au moins un point B de P d'abs- 
cisse b supérieur à l'abscisse a de A. La limite inférieure des 
abscisses b est un nombre déterminé, ^, abscisse d'un certain 
point N et l'on a (î^a. Le point N est évidemment point limite 
de P, c'est donc un point de P. Par suite, il ne peut coïncider 
avec A et l'on a : ^> a. D'ailleurs, entre A et M, il n'y a certai- 
nement aucun point de P. Supposons de même qu'il y ait au moins 
un point C de P d'abscisse inférieure à a, on voit qii^on pourra 
former un intervalle MN dont les extrémités seules appar- 
tiennent àV et qui contient A à son intérieur. 

Nous dirons, en adoptant une expression proposée par M. Baire, 
que rintervalle MN ainsi défini est un intervalle contigu à l'en- 
semble parfait P. 

Pour exprimer que A est entre M et N sans coïncider avec M 
ni avec N, nous dirons que A est intérieur à MN au sens étroit; 
il serait intérieur au sens large s'il pouvait coïncider avec l'une 
des extrémités. 

Il pourra exister des points A tels qu'il n'y ait pas de points 
de P à droite de A (c'est-à-dire d'abscisse supérieure). Dans ce 
cas, on pourrait encore construire un segment tel que MN, sauf 
que N serait le point i n'appartenant pas à P. De même, s'il n'y 
avait pas de points de P à gauche de A, M serait le point o. 

Observons que si l'on détermine tous les segments tels que MN, 
on obtient une infinité dénombrable de segments n* empiétant 
pas les uns sur les autres et n^ayant même pas d^extrémité 
commune. Le fait que les intervalles contigus à P sont sans points 
communs résulte de leur défînition même. De plus, ces segments 
forment un ensemble dénombrable. Car le nombre de ceux de ces 

segments dont la longueur est plus grande que - est inférieur à n 

par suite des propriétés précédentes. D'après un raisonnement que 
nous avons fait plusieurs fois, cela suffit à démontrer noire propo- 
sition. 

Il en résulte qu^on obtiendra l'ensemble parfait P (qu'on a 
pris arbitrairement, mais distinct de l'ensemble des points de 
r intervalle fondamental) en enlevant de cet intervalle les 
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points intérieurs, {au sens étroit) à un certain ensemble dé- 
nombrable E d'intervalles MN sans points communs. Réci- 
proquement, si Ton opère ainsi en se donnant a priori un 
ensemble E, nécessairement dénombrable, d'intervalles MN 
sans points communs, l'ensemble P obtenu est par/ait. 

En effet, soit A' un point de l'ensemble dérivé P' de P; A' est 
un point de P sans quoi il serait intérieur au sens étroit à un 
intervalle MN qui ne contient pas de points de P autre que M 
ou N et alors A' ne serait pas point limite de P. Soit maintenant A 
un point de P, il faut montrer qu'il y a au moins un point de P 
distinct de A dans tout intervalle a^ a^ant pour milieu A et aussi 
petit que Ton veut. Or, ou bien il n'y a que des points de P dans 
Tnn des deux intervalles Aa, A^ et alors la proposition est véri- 
fiée; ou bien il y a au moins un point B{ dans aA et un point B3 
dans ^A qui n'appartiendraient pas à P. Les points B| et B2 seront 
respectivement situés dans deux des inlervalies enlevés M| N|, 
M2N2 et, puisque A appartient à P, l'extrémité droite N, de l'un 
et l'extrémité gauche M2 de Tautre seraient deux points de P con- 
tenus l'un entre B| et A, l'autre entre B2 et A et par conséquent 
contenus entre a et ^. De plus, l'un au moins de ces deux points 
est distinct de A, car les deux segments M|N|, M2N2, étant dis- 
tincts, sont sans points communs. Ainsi l'ensemble P est parfait. 
Remarquons en passant que, s'il n'est dense dans aucun inter- 
salle, on peut le considérer comme composé de l'ensemble 
dénombrable des points M {par exemple) et de l'ensemble 
dérivé de celui-ci. Car, d'après la démonstration précédente, dans 
fout inlervalle a^ ayant pour milieu un point A de P il y a toujours 
un point M distinct ou non de A, à moins que P ne soit dense 
dans l'un des intervalles Aa, A^, ce qui est impossible dans notre 
hypothèse. 

La même démonstration suppose qu'il existe au moins un 
point A dans l'ensemble P et alors il y en a nécessairement une 
infinité puisque A sera point limite. D'autre part, nous avons 
admis qu'on enlève de la droite seulement les points intérieurs 
au sens étroit aux segments MN (tous compris au sens large 
entre o et i) ; mais la démonstration, pour être exacte, exige qu'on 
enlève le point i pour l'unique segment qui se termine en ce 
point, s'il en existe un et de même pour le point o. 
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Si E comprenait un segment qui soit précisément (o, i) et qu'on 
enlève tous les points de ce segment, P n'aurait aucun point. Si 
nous écartons ce ccts, P a toujours une infinité de points. 

En eflet, dans le cas contraire, P n'aurait aucun point. Ceci est 
manifestement impossible, si E ne comprend qu'un nombre fini 
de segments sans points communs. Or le cas où E comprendrait 
une infinité de segments sans points communs se ramène à celui- 
ci au moyen du théorème général suivant (*) qui s'applique à des 
intervalles quelconques empiétant ou non : 

Si Von a sur le segment (o,i) une infinité E dUntervalles 
partiels MN, tels que tout point de la droite soit intérieur {au 
sens étroit) à Vun au moins de ces intervalles, il existe uw 
NOMBRE LIMITÉ dc CCS intervallcs, tel que tout point de la droite 
soit intérieur au sens étroit à au moins Cun d^eux. 

Ce théorème a été démontré par M. Em. Borel dans le cas d'une 
infinité dénombrable d'intervalles. Nous allons donner la géné- 
ralisation de M. Lebesgue ('-) au cas d'une infinité quelconque 
d'intervalles. Nous dirons qu'un point x de l'intervalle (o,i) est 
atteint si Ton peut trouver un nombre fini d'intervalles MN qui 
recouvrent complètement l'intervalle (o, x) (en le débordant). Il 
faut démontrer que le point i est atteint. Le point o est dans un 
intervalle partiel au moins : [jlv; donc il va certainement des points 
atteints entre o et i : ceux qui sont entre o et v. Or tout point à la 
gauche d'un point atteint est atteint et tout point à la droite d*un 
point non atteint n'est pas atteint. Dès lors, si i n'est pas atteint, 
il V a un point Xq entre o et i qui est le dernier point atteint ou 
le premier point non atteint. Il est situé dans un dc nos inter- 
valles : [jl'v'. Soient x^ entre [/.'et Xq^ X2 entre Xq etv'. Le point 0:2 
s ra atteint au moyen des intervalles qui servent à atteindre Xx 
(à la gauche de Xq) et dc l'intervalle jjl'v'. Ceci est impossible 
puisque x^ est à la droite de Xq, Donc i est atteint. 

D'ailleurs, il est loisible de supprimer les portions de ces înter- 
vnllcs qui pourraient déborder à la droite de i ou à la gauche 



(') Voir E.M. BoRKL, loc. cit. (p. \i). L'extension au domaine à n dimensions 
esl immédiate; elle a été développée dans le Journal de M. Jordan : Contribution 
à l'Analyse arithmétique du continu, par Em. Borel (p.. 357, fascicule IV, igoS;. 

(M Voir Lebesoue, Leçons sur V intégration et la recherche des fonctions 
primitives. Paris, Gautliier-Villurs. 
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de o, et alors tout point (sauf les points o, i) sera encore intérieur 
au sens étroit aux intervalles partiels. Il en serait de même pour 
le nombre fini d^'ntervalles que nous avons obtenu. 

Théokème fondamental sur la mesure. — Considérons main* 
tenant un ensemble dénombrable E d'intervalles quelconques MN 
compris dans (o, i ) au sens large. 

Nous pourrons les ranger dans un ordre déterminé : M|N|, 
M2N2, .... Appelons <t/ la longueur de M/N/. Si les intervalles n'ont 
aucun point commun, on aura certainement : T| + (T2-f-...-f- ^q<i 1 
pour toute valeur finie de q. Donc la série à termes positifs : 

(J = 5 1 -f- QTj -f- . , , -H 9,j -H . . , 

sera convergente et sa somme t ne sera pas supérieure à un. 
Autrement dit, la longueur totale des intervalles enlevés, que 
nous pourrons appeler la mesure de E, est au plus égale à la lon- 
gueur totale de Tintervalle (o, 1). Nous avons vu d'ailleurs que 
les points du segment (o, i) ne sont pas nécessairement tous 
enlevés. Ou peut se demander s'il est possible (les intervalles MN 
empiétant ou non) que les points du segment (o, i) soient tous 
enlevés sans que c soit supérieur ou au moins égal à un, La ré- 
ponse est évidemment négative dans le cas où il y a un nombre 
(ini de segments MN. Il en est encore de même s'il y a une infi- 
nité dénombrable de segments MN puisque ce cas se ramène au 
précédent au moyen du théorème de M. Borel (p. 9). Ceci sup- 
pose que l'on enlève seulement de chaque segment MN les points 
intérieurs au sens étroit. Le résultat est encore exact dans le 
cas contraire. En effet, on enlèvera bien les points intérieurs 
à M/N| au sens large, si l'on supprime les points intérieurs au 
sens étroit au segment M^N). qui a même milieu que M,N| et dont 
la longueur est 0-',= T|(i -l- s), £ étant un nombre positif fixe. Or, 
si la série o- = Ci -|- o-j -[- . . . est convergente et de somme infé- 
rieure à i/n, on peut prendre e assez petit pour que la série con- 
vergente 0^= <t'j 4-(t!j-1-. . . ail aussi une somme inférieure à un. 
Mais, d'après ce qui précède, les points du segment (o, i) ne 
pourraient être tous enlevés, quand on emploie les segments M)N) 
au sens étroit. A fortiori, il en sera ainsi quand on enlève les 
segments M,N| au sens large. 
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En résumé, lorsque on enlève du segment (o, i) tous les points 
intérieurs à une infinité dénombrable d'intervalles M,N/em- 
piétant ou non les uns sur les autres et de longueur totale 

a = ffj H- (Tj -i- . . . -+- ff^ -4- . . . < I , 

il reste certainement des points non enlevés sur le segment (o, i ). 
On peut dans cet énoncé entendre le mol intérieur indifléremment 
au sens étroit ou au sens large. 

Donnons un exemple d'un tel ensemble d'intervalles. On ob- 
tiendra certainement tous les nombres rationnels compris entre o 
et I, dans la suite : 

-^ o I o I 2 o I 9. 3 o 

I I 'jt '2 2 3 3 i 3 4 

(en supprimant les fractions non irréductibles, on a là une preuve 
directe que les nombres rationnels forment un ensemble dénom- 
brable). 

Soit — le terme de rang / de cette suite, nous prendrons pour 

intervalle M/N/ l'intervalle f — ^ » ~ 4- A ) • On aura : 

\9i 'Ji 7/ 7?/ 



1t 11 'Àl 9.1 9.t 

,J |3 .^J .jd .ji3 



•2 S M, 



r(i -^ I) (•>. -4-1) (<7-+- 1) 1 

L I ■* '2* (J-* J 

M étant la somme d'une série convergente. Donc, en prenant 
pour £ un nombre déterminé, assez petit pour que asM soit infé- 
rieur à un, on aura o- < i et par conséquent en enlevant les inter- 
valles M/N| il restera un ensemble G de points sur le segment o, i. 
En modifiant légèrement la construction, on peut obtenir un 
ensemble G parfait. En effet, supprimons d'abord de la suite des 

nombres — les fractions non irréductibles. Puis enlevons successi- 

vement du segment (o, i) les intervalles MiN/, qui correspondent 
chacun maintenant à un seul nombre rationnel et réciproque- 
ment; mais, en arrivant à l'intervalle de rang i, rapetissons cet 
intervalle de façon qu'il n'ait aucun point commun avec les pré- 
cédents. On aura, à plus forte raison, <t <^ i et il j aura encore 
un ensemble G de points non enlevés. D'ailleurs, cette diminu- 
tion des segments M/N/ pourra se faire de façon qu'il reste encore 
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une infinité Aq segments M/N, non nuls. Sans quoi, il y en aurait 
un nombre fini sans points communs n^occupant pas tout le seg- 
ment (o, i); il resterait donc au moins un intervalle (a, 6) de points 

non enlevés. Or ceci est impossible, car dans la suite des — on 

pourrait trouver un terme de rang assez élevé pour être intérieur 
à cet intervalle au sens étroit et qui pourrait encore donner lieu 
à un nouveau segment M,N/. 

Si maintenant on enlève les points intérieurs au sens étroit à 
cette infinité dénombrable d^intervalles sans points communs, on 
aura un ensemble parfait G (p. 8) et pourtant G ne sera dense 
dans aucun intervalle partiel (a, b) entre o et i . Car, étant parfait, 
il contiendrait tous les points de (a, 6), ce qui est impossible 
d'après ce qui précède (*). 

M. Cantor a donné un exemple eflTectif d'un ensemble linéaire 
parfait qui n'est dense dans aucun intervalle entre o et i . Il utilise 
dans ce but la représentation de l'abscisse dans le système de 
numération dont la base est 3. Un point compris dans l'intervalle 
ibndamental sera représenté par l'expression o^abcde. . , où les 
nombres a, 6, c, d, e^ ... sont tous o, i ou 2. On peut toujours 
supposer, sauf pour le point o, que les nombres a, 6, c, rf, e, ... 
ne sont pas tous nuls à partir d'un certain rang, car on peut écrire, 
par exemple, 

o,abcdi =^ o ^abcdoTi'i , , . , 
o , ahcd'i = o , abcdi 222 .... 

Cela posé, l'ensemble F sera formé de tous les points dont les 
abscisses o^abcde ... peuvent être écrites sans employer le 
chiffre 1, en utilisant, s'il est nécessaire, la remarque précédente. 
On obtiendra tous les points de F en enlevant tous les autres. Or 
on y arrivera méthodiquement de la manière suivante. 

On enlèvera d'abord les nombres dont le premier chiffre après 
la virgule est i , puis les nombres dont les premiers chiffres après la 
virgule sont 01 ou 21, et ainsi de suite. On voit que cela revient à 
enlever les points intérieurs au sens étroit aux intervalles (o, i; 
0,2); puis (0,01; 0,02) et (0,21; 0,22); puis (0,001; 0,002), 

(') Bien que nous ne puissions faire ici un historique complet, il est nécessaire 
de dire que Paul du Bois-Reymond a beaucoup contribué à élucider ces notions. 
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(o,02i; 0,022), (0,201; 0,202), (0,221; 0,222), .... En définitive, 
on voit qu'on enlèvera les poinls intérieurs au sens étroit à une 
infinité dénombrable d'intervalles sans points communs. Ainsi 
Tensemble F est parfait; d'ailleurs, il n'est dense dans aucun in- 
tervalle. Car, étant parfait, il devrait contenir tout cet intervalle, 
ce qui est impossible : dans tout s^^stème de numération, entre 
deux nombres quelconques, on peut en intercaler un troisième 
dont l'un des chiffres après la virgule soit i. 

On peut même remarquer que si, avec les notations précé- 
dentes, on appelle mesure de Vensemble F la quantité i — o-, /a 
mesure de F est nulle. En effet, les longueurs de nos intervalles 
sont, écrites dans le s^rstème de numération ternaire : 0,1; puis 
0,01; 0,01; puis 0,001; 0,001; O9O01; 0,001 ; . ... 

On a donc 

d'où 

I — a = o. 

D'ailleurs, on peut former géométriquement nos intervalles 
d'une façon simple : on divise le segment (o, i) en trois parties 
égales et l'on supprime la partie moyenne; puis on fait de même 
dans les intervalles restants et ainsi de suite. 

Enfin, notons ce fait paradoxal qu'après avoir enlevé du seg- 
ment (o, 1) une infinité de segments dont la longueur totale est 
égale à celle de ce segment, il reste un ensemble de points F qui 
n même puissance (|ue l'ensemble des poinls de l'intervalle (o, 1). 
En effet, un point quelconque de F a pour abscisse 0L = o^abcd . • ., 
où rt, b^ Cy d^ ... sont tous égaux, soit à o, soit à 2. Faisons corres- 
pondre à un tel nombre a, le nombre a' obtenu en y remplaçant 2 
par I et supposé écrit dans le système binaire. Le nombre a' 
sera compris entre o et 1 et Ton établira ainsi une correspondance 
unii>oque et réciproque entre les points a de F et les points ck! 
compris entre o et i. Il y a une petite difficulté à cause du fait 
que certains nombres peuvent s*écrire de deux manières dans le 
système de base 2; mais leur ensemble est dénombrable (ce sont 
les nombres qui peuvent s'écrire au moyen d'un nombre Jlni de 
chiffres après la virgule) de sorte que la difficulté se lève aisément. 

On peut généraliser ce dernier résultat sous la forme suivante : 
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TnÉonÈME DE M. Cantor. — Tout ensemble parfait linéaire 
a la puissance du continu. 

Il suffit de prouver le théorème dans le cas où Tenscmble par- 
fait P n'est dense dans aucun intervalle. Car autrement, en sup- 
posant par exemple P entre o et i, Tensemble P serait une partie 
de l'ensemble continu (o, i) et d'autre part une partie de P, dense 
dans un intervalle (a, 6), coïnciderait avec l'intervalle (a, b) et 
aurait par conséquent même puissance que (o, i). P aurait bien 
dans ce cas la puissance du continu (*). 

Supposons que P soit un ensemble parfait qui ne soit dense dans 
aucun intervalle. On peut l'obtenir en enlevant (au sens étroit) 
du segment (o, i) une infinité dénombrable d'intervalles partiels 
sans points communs M/N/. Puisque P n'est dense dans aucun 
intervalle, c'est que dans tout intervalle (a, b) il y au moins un 
point n'appartenant pas à P. Donc dans tout intervalle («, b), il 
y a tout ou partie d'un intervalle partiel M/N/; en particulier 
entre M/N/ et MyNy, il y a au moins un intervalle entier M^N^t. 

Ceci éiant, la méthode de M. Cantor consiste à établir une 
correspondance univoquc et réciproque entre tous les seg- 
ments M/N/ et tous les nombres rationnels compris entre o et i , 
de manière que deux éléments correspondants soient disposés de 
la même façon. Pour cela, observons qu'on peut obtenir tous les 
segments M/N/ une fois et une seule en les rangeant de la façon 
suivante. Prenons un intervalle M|N| quelconque entre o et i, 
puis un intervalle MoNj quelconque entre o et M|N|, M3N3 
quelconque entre M|N| et i, M4N4 quelconque entre o et 
M2N2 (-), . . ., en prenant ainsi un intervalle MN successivement 
enti^e chacun de ceux qu'on a déjà pris, etc. Si l'on opère de la 
même manière pour les nombres rationnels, l'ordre relatif de ces 
nombres rationnels sera bien le même que celui des intervalles MN. 
Mais il est nécessaire de prendre une précaution pour être cer- 
tain d'épuiser tous les nombres rationnels et tous les intervalles. 
Lorsque, ayant pris n — i nombres rationnels, on devra choisir 

• (') Voir Em. Borel, Leçons sur la théorie des fonctions^ Note I. 

(') Pour être sûr d'obtenir ainsi tous les segments, il suffit, en les supposant 
rangés d'une manière quelconque en suite dénombrable, de prendre chaque fois 
l'intervalle MN qui a le plus petit indice parmi tous ceux entre lesquels on a le 
choix. 
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le /i'^"*, au Heu de le prendre quelconque dans un certain inter- 
valle déterminé ( — » -^ ) on choisira le nombre rationnel de cet 

\'J H 1 

intervalle que l'on trouve le premier dans la suite : 

G I I I 2 l 3 I '2 3 4 

(S) -•» -> -> -> -> - t - t T» -=9 -r> -> 

i i A S ô 4 /{ :> ti j j 

(ou dans tout autre ordre déterminé des nombres rationnels com- 
pris entre o et i). Par cette méthode on obtiendra bien chaque 
nombre rationnel une fois et une seule. En effet, d'après la mé- 
thode suivie, chaque point rationnel utilisé n'est pris qu'une seule 

fois. D'autre part, soit — un nombre rationnel (quelconque entre o 

et i) qui occupe le rang n dans la suite (S); il suffit de démontrer 
que si l'on a pris les n — i précédents au bout d'un nombre fini A 
d'opérations, le n'"** sera choisi à son tour. En effet, la valeur 

de — se trouve entre deux des B nombres de la suite (S), qui ont 

été choisis après A opérations; soient ol/ç et tl/^ ces deux nombres, 
qui correspondent à deux certains intervalles M^tN^, M^N^. 
Soit M;.Nr celui des intervalles compris entre ceux-ci qui a le 
plus petit indice. Le nombre rationnel qui correspond à M^-N;. est 
celui des nombres rationnels compris entre a^^, a^ que l'on trouve 

le premier dans la suite (S). C'est nécessairement — qui devra 
donc être pris à la r»*™» opération. 

Maintenant, faisons correspondre à un nombre rationnel 

quelconque — l'extrémité droite Mr de Tintervalle correspon- 
dant MrN;.. La disposition des points M;, est la même que celle 
des points—' Par suite, si M^ tend de façon quelconque vers un 

point m du segment (o, i), — tend vers un point déterminé ^ du 

segment (o, i) et réciproquement. Je dis que la correspondance 

entre les points M^et — > m et ^ est une correspondance univoquc 

et réciproque entre les points de P (sauf les points N) et l'en- 
semble continu formé par les points du segment (o, i). 11 suffit 
évidemment de montrer : i® que tout point de P qui n'est pas un 
point M est un point Mr ou un point m, ce qui a été établi page 8; 
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2® que tout point entre o et i est un point — ou [3, ce qui est 

évident. 

Donc P a la puissance du continu. On aurait pu donner de ce fait 
une démonstration plus courte, mais la méthode précédente (due 
à M. Canlor) a l'avantage de fournir une correspondance effective 
remarquable entre les points de P (sauf les points N, dont l'en- 
semble est dénombrable) et les points de (o, i). 



Ensembles mesurables. 

Nous avons eu déjà l'occasion (p. i3) de parler de la mesure 
d'un ensemble linéaire. On peut généraliser cette notion de plu- 
sieurs manières ( * ). Cette extension est toute naturelle lorsque Ton 
considère un ensemble E formé des points d'une infinité d'inter- 
valles sans points communs deux a deux et situés entre o et i. On 
a vu que ces intervalles sont en infinité nécessairement dénom- 
brable et que la somme 

J = (jj -f- 7j -1- . . . -H . 7, -I- . . . 

de leurs longueurs est déterminée et au plus égale à i . Ce sera la 
mesure de E; et la longueur i — t (qui peut être nulle) sera la 
mesure de l'ensemble complémentaire C(E). 

Nous obtenons ainsi deux classes d'ensembles que nous pour- 
rons appeler mesurables. On pourra en ajouter d'autres par les 
conventions suivantes. Si Ton a un ensemble dénombrable E 
d'ensembles mesurables ^i*sans points communs deux à deux, 
la mesure de E sera la somme des mesures des ensembles E/. Si 
un ensemble mesurable E» est compris dans un ensemble me- 
surable E2, la mesure de ^ensemble (Ei — E2) sera la dille- 
rence (0-4 — Cj) de leurs mesures respectives Ci, o-j. 

On s'assure facilement (-) que la mesure ainsi définie est un 
nombre déterminé qui n'est jamais négatif, de sorte qu'on n'est 



( ') La dcfinilion donnée dans le texte a déjà été exposée par M. Borel dans les 
Leçons sur la théorie des fonctions ( p. 4^ )• KHe a été généralisée par M. Lebesgue 
dans sa Thèse. On verra, dans ces deux Ouvrages, comment on est amené logi- 
quement à la définition de la mesure. 

(') Voir par exemple Lebesgue, Annali di Matematica, 1902, p. 238. 
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jamais conduit à des contradictions. Lorsque les définitions pré- 
cédentes pourront s^appliquer à un ensemble E, nous dirons que 
cet ensemble est mesurable. Ainsi un ensemble qui comprend 
un seul point est mesurable et sa mesure est nulle; car Tensemble 
complémentaire est évidemment composé d'intervalles sans points 
communs dont la longueur totale est égale à i . Il en résulte qu^un 
ensemble dénombrable est mesurable et que sa mesure est nulle. 
D'autre part, un ensemble parfait est évidemment mesurable, 
puisque l'ensemble complémentaire est formé d'intervalles sans 
points communs. Or, un ensemble fermé F est la somme d'un 
ensemble dénombrable D et d'un ensemble parfait P. Donc F est 
mesurable et sa mesure est celle de P. 

Plus généralement, un ensemble dénombrable E d'ensembles 
parfaits sera mesurable. Il en est ainsi, même lorsque ces en- 
sembles parfaits ont des points communs. Car on obtient chacun 
d'eux en enlevant du segment (o, i) une infinité dénombrable 
d'intervalles sans points communs. Par conséquent, on obtiendra 
l'ensemble total en enlevant de la droite une infinité dénombrable 
d'intervalles qu'on peut supposer sans parties communes, mais 
qui auront peut-être deux à deux une extrémité commune. Si l'on 
enlevait aussi ces extrémités communes, on aurait un ensemble 
mesurable E|. L'ensemble E est donc mesurable, puisqu'il est la 
somme de l'ensemble E| et de l'ensemble des extrémités communes, 
lequel est nécessairement dénombrable. 

Désignons en général par (E| -h E2 -h. • • ) l'ensemble des 
points qui appartiennent à l'un des ensembles E|, Ej, ..., et 
par (E|, E2, ••')', l'ensemble des points qui appartiennent à la 
fois à chacun des ensembles E|, E2, • . .. 

Si les ensembles E|, E^, ... sont mesurables, les deux 
ensembles (Ei -+- Ej-h. . .), (E|, E2, ...) sont aussi mesu- 
rables (*). Or, on peut remarquer que tous les ensembles que 
nous pourrons effectivement former seront obtenus chacun en 
effectuant un nombre fini de fois, sur des ensembles, sommes d'in- 
tervalles, ou sur leurs complémentaires, les opérations repré- 
sentées parles symboles (E| + E2 -+-... ), (E|, E2, ...). Par 

(') Voir par exemple Lebesque, loc> cit., p. 389, 340. 

£. B. a 
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suite, ils seront tous mesurables. Pour préciser cela, nous exami- 
nerons un cas particulier. 

Appelons ensemble limite complet des ensembles E|, E2, • . . 
Tensemble E formé des points qui appartiennent à une infinité 
d'en Ire eux. Appelons aussi ensemble limite restreint des 
ensembles E|, ... Tensemble R formé des points tels que, pour 
chacun d'eux, on puisse déterminer n de façon que ce point 
appartienne à E„, E,;^|, .... On voit que l'ensemble R est con- 
tenu dans l'ensemble E; mais il ne lui est pas identique, en 
général. 

On peut observer que l'ensemble limite complet E des 
ensembles Ei, E3, . . . est le complémentaire de l'ensemble limite 
restreint des complémentaires c(E|), c(E2), ... des ensembles 
donnés et de même en intervertissant les mots complet et res- 
treint. 

Je dis que, si les ensembles E|, E^, . . . sont mesurables^ il en 
est de même des ensembles limites E, R. En eflet, si l'on pose 
Cn =(Ë„, E,;^, , . . . ), on voit que l'on a 

R = ( e, -h <», -I- f 3 -4- . . . ). 

Par suite R est mesurable. Mais alors Tenscmble limite res- 
treint des ensembles c(Ei), c(E2) . . ., qui sont mesurables, sera 
mesurable. Donc le complémentaire E sera mesurable. 

Nous allons même montrer qu'on peut avoir un renseignement 
sur la mesure de E (ou de R), même lorsqu'on ne connaît que 
les mesures des E/, 

Pour cela, faisons d'abord remarquer que si chacun des 
ensembles E/ était mesurable et contenu dans le précédent, la 
mesure de E serait la limite des mesures des ensembles E/. En 
effet, l'ensemble c(E) est évidemment de la forme 

c(E) = ic(Ei)-h[Ei, c(E,)]4-...-4-[E«, c(E«^,)]-+-...j. 

Or les ensembles [E,,, c(E„^i)] sont sans points communs et 
par suite la mesure de c(E) sera la somme de leurs mesures. 
Donc, en appelant t la mesure de E, 7/ la mesure de E/, on a 

I — (j = (i — j,)-i-(»i — çrj)-h...-h(ff/, — (J«^_,)-4- 



D'où 



ff = limite j^. 

« .- 9D 
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Supposons maintenant que parmi les ensembles E^ il en existe 
une infînité qui soient mesurables et tels que la mesure o-/ de 
chacun d^eux, F/, reste supérieure ou égale à un nombre positif 
fixe A*. Dans ces conditions, je dis que l'ensemble limite complet E 
contient un ensemble mesurable F dont la mesure n'est pas infé- 
rieure à k. 

En effet, je vais d'abord montrer qu'étant donné £ (nombre 
positif plus petit que A), on peut former un ensemble mesu- 
rable Gi, de mesure supérieure ou égale à A', tel que (Gi, F/) 

ait une mesure supérieure ou égale à A' — - quel que soit i. 

Si l'ensemble F| ne peut pas être pris pour ensemble G|, il y a 

un ensemble F/^, tel que : mes. (F,, F/J<; A' — -• Or on a 

[Fi, c(F/,)]-f-(F,,F/,)=F,. 

Les deuxpremiers ensembles étant sans points communs, on auia 

mcs.[Fi, c(F/,)] = nies.F|— mes. (F,, F/,)^ ^. 

Alors, posons 

F; = [Fj,c(F,.)] + F,. = (F»-i-F,.). 

L'ensemble F'^ sera mesurable, sa mesure étant supérieure ou 

égale à A H- -• Opérons sur F'^ comme sur F, : ou bien F', répond 

à In question, ou bien on formera un ensemble F^ dont la mesure 

sera supérieure ou égale à \ k -f- -;•] -^ ~ y et ainsi de suite; si 

aucun des ensembles formés au bout de p opérations ne satisfait 
aux conditions, le dernier F' sera mesurable et sa mesure sera 

supérieure ou égale à A'-h^-* Or, lorsque p devient suffisant- 

ment grand, k -\' p~ arrive à surpasser i , ce qui est impossible. On 

trouvera donc l'ensemble cherché G| au bout d'un nombre limité 
d'opérations. D'ailleurs Gi est évidemment formé de points tous 
contenus dans l'un au moins des ensembles Ff, F2, .... Mais les 
ensembles G), =:(Gi, F„^|)sont mesurables et leurs mesures sont 

supérieures ou égales à A* • Par conséquent, on pourra, 

d'après ce qui précède, former un ensemble mesurable G2 dont la 
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mesure n^est pas inférieure à A' — - et tel que les mesures des 

ensembles (Gj, G),) soient supérieures ou égales à A* -• 

^ 4 

D'ailleurs, les points de Gj seront tous contenus dans Tun des 
ensembles (G|, Fj), (Gj, Fj) ..., c'est-à-dire dans l'un des 
ensembles F2, • . ., F,,, ... ; ils sont tous aussi dans G|. 

Opérant sur les ensembles G'=:(G2, G^^.j) comme sur les 
ensembles (G|, F^^i), on obtiendra un ensemble Gj contenu 

dans G2 et dont les points appartiennent à F3, F4, .... De plus G3 

est mesurable, sa mesure n'est pas inférieure à A: -7 et les 

^ a 4 

ensembles (G^, G*) ont leurs mesures supérieures ou égales 

kk T — s» et ainsi de suite: on aura des ensembles Gi, 
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G2, Gj, • • . , Gn, • • • mesurables, chacun compris dans le précé- 
dent, et dont les mesures sont supérieures à A: — e. D'après ce que 
nous avons vu, leur ensemble limite G est mesurable et sa mesure, 
limite de la mesure de G,i, sera supérieure ou égale à A' — s. 
D'ailleurs, un point A de G appartient à tous les ensembles G^, 
c'est donc un point de l'un des ensembles F|, F2, F,, .... H ne 
peut appartenir seulement à un nombre fini de ces ensembles : 
F/n,, • • • 7 F^ . Car, si N est le plus grand des nombres /ni , . . • , m^, 
comme G est contenu dans G^^i, ses points appartiennent tous 
à l'un des ensembles F!i^.l, FJ,^,, .... Donc A appartiendrait à 
d'autres ensembles que Fm^J • • • > F^ . Par conséquent, tout point 
de G est un point de E. 

Prenons maintenant des nombres £|, £29 • • • ? ^n? • • • ) tendant 
vers zéro; soient G(e4), G(e2), ••., G(e;,), ..., les ensembles 
qui se déduisent de ces nombres comme nous avons déduit G de e ; 
nous prendrons 

F = [G(ci) -+- G(£i) -+-. . .H- G(e«; -+-. . .]. 

L'ensemble F ainsi défini est contenu dans £ et a une mesure 
au moins égale à A*. 

On pourrait définir F d'une manière plus simple, mais mettant 
moins en évidence sa construction : parmi les ensembles E,, les F^ 
sont mesurables et de mesure ^A*; posons 

H/» = F„ -h F„-+-i +. . . 
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et soitHrensemble des points communs à tous lesH»; comme H^ 
est contenu dans Ha_i et de mesure au moins égale à /', H est de 
mesure au moins égale à k. Or E contient H ; le théorème est donc 
démontré. 

De cette démonstration il résulte que, si les ensembles E/ sont 
mesurables et s* il y en a une infinité de mesure supérieure ou 
égale à A*, V ensemble limite complet E {qui est mesurable) a 
une mesure supérieure ou égale à k. 

Appliquons ce résultat aux ensembles c(E/); en tenant compte 
de ce que leur ensemble limite complet est c(R), on arrive au 
résultat suivant : si les ensembles E/ sont mesurables et sHl y en 
a une infinité dont les mesures soient inférieures ou égales à A, 
V ensemble limite restreint R [qui est mesurable) a une mesure 
inférieure ou égale à A. Ce résultat est d'ailleurs très aisé à 
démontrer directement. 

Pour tirer de ces propositions lout ce qu'elles peuvent faire 
connaître sur la mesure de E et R, il suffit d'introduire la plus 
grande et la plus petite des limites (L et /) des mesures o-/ des 
ensembles E/. On pourra prendre pour valeurs des nombres k et A, 
dans les énoncés précédents, les quantités L — e et / -h e où e est 
un nombre positif aussi petit que l'on veut. Par suite, on peut 
dire que la mesure de E est supérieure ou égale à l e\ que la 
mesure de R est inférieure ou égale à L. 

En particulier, les ensembles E, R ne peuvent coïncider que 
si les mesures o-/ des ensembles E/ tendent vers une limite déter* 
minée qui sera la mesure commune de E et de R. 



Ensembles de première catégorie. 

M. Baire appelle ensemble de première catégorie tout en- 
semble dénombrable E d'ensembles E,, E2, ••• qui ne sont 
denses dans aucun intervalle entre o et i . 

Un point appartiendra à Tensemble E s'il appartient à l'un des 
ensembles E|, E^, .... Si les ensembles E|, E2, ... ont des 
points communs, ceux-ci ne seront comptés qu'une fois dans E. 
D'ailleurs, on peut supposer que E|, E2, ••• soient sans points 
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communs. En effet, soîl E^ l'ensemble des points de E2 qui ne 
sont pas dans E|, soit E', Tensemble des points de E3 qui se sont 
ni dans E, , ni dans E!^, .... L'ensemble E| + E^ H- E!, + . . . et 
l'ensemble E contiennent les mêmes points, chacun une fois. Et 
les ensembles E'^, E'^, . . . , seront a fortiori non denses dans tout 
intervalle s'il en est ainsi pour E2, E3, .... 

Soit c(E) l'ensemble complémentaire de E, c'est-à-dire l'en- 
semble des points du segment (o, i) qui ne figurent pas dans E. 
L'ensemble c(E) est dense entre o et i ; c'est-à-dire que, dans un 
intervalle (a, b) quelconque, il y a des points qui n'appartiennent 
pas à E. En effet, dans (a, 6), on peut trouver un intervalle (ai , b^ ) 
où il n'y ait aucun point de E| puisque E| n'est dense nulle part; 
de même, on peut trouver dans («i, 61) un intervalle («a, b^) où 
il n'j ait aucun point de E^, .... Comme on peut prendre ai b^ , 
a'ib-iy . . . aussi petits que l'on veut, on voit qu'on aura une suite 
d'intervalles a„6„ emboîtés les uns dans les autres 'qui tendront 
vers un point a. Il y a donc bien dans (a, b) un point a qui n'ap- 
partient pas à E, sans quoi a appartiendrait, par exemple, à l'en- 
semble Ey,, ce qui est impossible puisqu'il est dans apbp. 

Un ensemble dénombrable d'ensembles de première catt^gorie 
VJ^\ ..., E^''^ ... est encore de première catégorie. Car si 
E(«) ^ Eî/o ^ . . . ^_ E^'^ 4- . . . , Tensemble des ensembles E^'^ sera 
un ensemble dénombrable d'ensembles V}"^ qui ne sont denses dans 
aucun intervalle. 

Tout ensemble qui n'est pas de première catégorie sera, par 
définition, de seconde catégorie; un tel ensemble, nécessaire- 
ment, sera dense dans au moins un intervalle partiel entre o et i. 

Par exemple, l^ensemble des points de (o, 1) est de seconde 
catégorie puisque, dans un intervalle partiel, tous les points de 
cet intervalle appartiennent à l'ensemble. Il en résulte que si un 
ensemble quelconque E est de première catégorie, l'ensemble 
complémentaire c(E) est de seconde catégorie, sans quoi la 
somme de ces deux ensembles [c'est-à-dire l'intervalle (o, i )] 
serait de première catégorie. 
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Oscillation en un point, — Nous nous bornerons d'abord au 
cas d'une fonction uniforme (V une variable réelle f(^x) définie 
dans un inlervalle pour lequel nous pourrons prendre le seg- 
ment (o, i). 

Soit \ un point compris dans l'intervalle partii.*! {^x — A, j: -h A). 
L'ensemble des valeurs /($) a toujours une limite supérieure 
M(j:, A) s'il existe un nombre fixe B tel que l'on ait toujours 
y(Ç)<;B. S'il n'exisle pas un tel nombre B, nous dirons encore 
que /(Ç) a une limile supérieure M(j:, A) = +oo. De même, 
y($} a, dans tous les cas, une limile inférieure /;i(x, h) qui est la 
limite supérieure de — /($)• Observons- que les limites supérieure 
et inférieure de/(Ç) peuvent ne pas être atteintes; en particulier, 
il peut arriver que /(Ç) soit toujours fini et que M soit infini. Tel 
serait le cas pour la foncliony(^) qui est égale à q lorsque x est 

égal à la fraction irréductible — et qui est nulle quand x est 

incommensurable. 

On appellera oscillation dans l'intervalle [x — A, x -h A) la 
quantité w(^, A) = M(x, A) — w(x, A). 

Considérons maintenant les limites supérieure et inférieure 
àe f{x) dans un intervalle {x — h', x -{- h') plus petit que le pré- 
cédent; soient M(^, A'), m{x, h'). On a M(x, h')<M{Xy A) 
puisque les valeurs que prend /{x) dans l'intervalle x — A', 
X -{- h' sont des valeurs de /{x) dans Tintervalle x — A, x -f- A. 
De même m{Xy h')^m{Xj A). 

Si donc on fait décroître le nombre positif A, on voit que 
M(:r, A) décroîtra constamment ou du moins ne croîtra pas et 
inversement pour m{Xf A). D'ailleurs M(ar, A) reste manifeste- 
ment supérieur ou égal à /{x) et m {x, A) inférieur ou égal k/{x). 
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Ces deux quantités ont donc respectivement des limites M(x) 
et m{x) lorsque h tend vers zéro de façon quelconque et Ton a 

Les deux quantités M(:c) el m{x) qui sont bien déterminées en 
chaque point x de l'intervalle o,i sont appelées le maximum et 
le minimum de la fonction f{x) au point x. Il peut d'ailleurs 
arriver que leurs valeurs soient infinies. On doit remarquer que 
les mots de maximum et de minimum ne sont pas employés 
ici dans leur sens ordinaire. Nous définirons aussi ^oscillation 
de f{x) au point x^ ce sera la quantité 

a>(a:) = M(a7) — m{x) 
qui est toujours positive ou nulle ('). 

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction fix") 
soit continue en un point x est que son oscillation en ce point 
soit nulle. 

Par définition, la fonction f{x) sera continue en x si, quelle 
que soit la quantité positive e, on peut trouver un intervalle 
{x — A, X -{- h) tel que Ton ait 

/(^)-£</(0</(^)-+-e, 

lorsque ^ est quelconque dans cet intervalle. 
S'il en est ainsi, on aura nécessairement 

iM(:r, A)</(:r)-h£, 
d'où 

D'ailleurs w(jc, h) ne croît pas lorsque h décroît et sa limite 
esl tù[x). Donc w(:c) est inférieur ou égal à un nombre positif as 
qui est aussi petit que l'on veut et, par suite, w(jf) est nul. 
Réciproquement, si (u(a:) = o, on aura 

m{T)=f{x) = }i\{xy 



(') Les défînilions que nous venons de donner s'étendent immédiatement aux 
fonctions de plusieurs variables. 
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Or on peut trouver un nombre h tel que l'on ait 

M(ar, A)--M(j?)<e, 
m{x) — m(Xy h) < s. 

SI Ç est compris entre x — h el x -^ h, on aura 
d'où 

/(x)-t</a)<f{x)-ht. 

Ainsi, lorsqu'une fonction /{x) est discontinue en un point jc, 
l'oscillation est sûrement positive en ce point. Nous pourrons 
dire que la valeur de l'oscillation en un point est la mesure de 
la discontinuité en ce point. On peut alors compléter ainsi la 
proposition précédente ; 

La condition nécessaire et suffisante pour que la mesure de 

la discontinuité en un point x soit supérieure ou égale à un 

nombre b {positif ou nul) est que Von puisse faire corres- 

pondre, à tout nombre positif t^ un nombre h tel que Von ait 

pour |vi|<|A| 

|/(îi)-/($î)l>^-6, 

\s ^^ ^2 étant deux certains points de Vinter^'alle {x — tj, x-jr'fi)- 
En effet, si cette condition est remplie, on a 

Lorsqu'on fera tendre y| vers zéro, on aura 

iii(x) > 6 — s, 

quel que soit e et, par conséquent, (ù(x)^b. 

Réciproquement, si ii)(x)^bj on peut trouver un nombre h 

tel que 

g 
o}(x, A)> 6 — .. > 

e étant un nombre positif donné. Or, on peut déterminer deux 
nombres Çi, Ç2 dans l'intervalle (x — A, x -h h), tels que 

/($0>M(ar, A)-|, -/( ç,) > - m(ar, A)- J- 

D'où 
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H résulte presque immédiatemcnl de notre proposition que 
Vensemble E des points où la mesure de la discontinuité 
def{x) n* est pas inférieure à b{b> o) est un ensemble fermé. 

En effet, soit ai un point limite, s'il en existe, de points a où 
Ton ait ci)(ot)^6. On peut, dans tout intervalle (a, — yi, a, H-yj), 
trouver une infinité de points a; considérons un de ces points a 
distinct des extrémités de rintervalle. Etant donné le nombre 
positif e, on peut trouver un intervalle (a — tj', a + y|') assez petit 
pour être compris dans le premier et dans lequel il existe deux 
points Ç|, ^2 t^cls que 

l/(5i)-/{Çi) >b--t. 

Comme Ç| et Ço sont compris dans Tintervalle (a, — t^, a, + 'r\) et 
qu'on peut prendre t^ aussi petit que l'on veut, on aura (u(a,)>6 
d'après le théorème précédent et par conséquent a, est lui-même 
un point a. 

Bien entendu, il peut arriver qu'il n j ait pas de points limites 
de points a et dans ce cas E ne contiendra qu'un nombre fini (ou 
même nul) de points a. 

Fonctions ponctuellement discontinues, — On dit qu'une 
fonction y(j?) est ponctuellement discontinue entre o et i, si l'en- 
semble de ses points de discontinuités ne contient aucun inter- 
valle. C'est-à-dire que, dans tout intervalle (a, b) compris entre o 
et I, on peut trouver un point où la fonction est continue. SoitE/i 
l'ensemble des points où l'oscillation de fi^-Jc) est supérieure ou 

égale à -• L'ensemble E des discontinuités de/(x) est formé de 

tous les points qui figurent dans l'un au moins des ensembles E/. 
L'ensemble E,, est un ensemble fermé, qui ne contient aucun 
intervalle puisqu'il est contenu dans E; donc il n'est dense dans 
aucun intervalle entre o et i. 11 en résulte que E est un ensemble 
de première catégorie. On sait même quelque chose de plus sur 
cet ensemble, car les ensembles E„ sont fermés. 

Considérons maintenant un ensemble dénombrable de fonc- 
tions ponctuellement discontinues entre o et i : y, , - » » ^ fp-, . • - ; 
dans tout intervalle (a. b) entre o et i, il y a des points où 
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toutes ces fonctions sont continues (*). En effet, l'ensemble des 
points de discontinuité pour l'une des fonctions /i , . . . , fp^ . . . 
est l'ensemble dénombrable des ensembles de discontinuité de 
chacune de ces fonctions. Chacun d'eux étant de première caté- 
gorie, il en est de même de l'ensemble total (p. 22), ce qui dé- 
montre la proposition. 

Continuité uniforme, — On dit que f{x) est uniformément 
continue dans un intervalle a, b, si l'on peut faire correspondre à 
tout nombre positif e un nombre positif A tel que l'inégah'té 

entraîne, pour deux points quelconques Ç| , Çj de l'intervalle (a, />), 

rinégalité : 

l/(Çi)-/($OI<e. 

On voit d'abord que ceci ne peut avoir lieu que sif{x) est con- 
tinue en tout point de l'intervalle a, 6. 

Réciproquement, s\ f(x) est continue en tout point de l'inter- 
valle (a, 6), extrémités comprises, f{x) est uniformément con- 
tinue entre a et b, La restriction relative aux extrémités est essen- 
tielle ; ainsi, sin— est continu pour toutes les valeurs de x comprises 

entre o et i sauf à l'extrémité a: = o; sin— n'est pas uniformément 

continu entre o et 1 . 

On connaît la démonstration classique du théorème que nous 
venons d'énoncer; M. Baire en a généralisé l'énoncé. 

Théorème de M. Baire. — Si, dans un intervalle (a, 6), on 
a : (i}{x) < 6, on peut faire correspondre à tout nombre positif e 
un nombre positif ri, tel que V inégalité |^i — Ç2I < ^i entraine 
pour deux points quelconques \\ , Ç2 de C intervalle (a, 6), V iné- 
galité : 

\fax)-fCu)\<b-i-t. 

En effet, si x est un point de l'intervalle (a, 6), on peut former 



(*) Ce théorème a été d*abord démontré par M. Volterra dans le cas d*un 
nombre fini de fondions /, ...,/. 
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un intervalle {x — A, x + h) dans lequel on aura : 

to(ar, h) — tù{x) < E, 
OU 

M(a7, h) — /n(x, A)< 6 -4- s, 

et alors Ç|, ^2 étant deux points quelconques de cet intervalle, on 

aura : 

l/(5i)~/(5î)|âM(:r, A) - m{x, A)< 6 -h e. 

Ainsi, à tout point x de l'intervalle (a, 6) on peut faire corres- 
pondre un intervalle MN (a: — h^ x -h h) dans lequel l'inégalité 
précédente est vérifiée, et qui contient x à son intérieur au sens 
étroit. Donc, d'après le théorème (p. 9), on peut trouver un 
nombre fini de ces intervalles MjN,, ..., M^N^, tels que tout 
point de (o, 1) soit au moins dans l'un d*eux au sens étroit. 

Ceci étant, si l'on marque les extrémités de ces segments, ils 
partagent la droite en un nombre fini d'intervalles a^ dont la 
longueur minimum est un certain nombre positif 7,. Si deux 
points Ç|,^2 du segment (o, i) sont séparés par une distance infé- 
rieure à 7^, ils sont dans le même intervalle a^ ou dans deux 
intervalles a^ contigus ; donc ils sont dans le même intervalle IVI/N^ 
et l'inégalité est bien vérifiée. 

Nombres dérives. 

Paul du Bois-Rejmond et Dini ont étendu la notion de dérivée 
d'une fonction au cas d'une fonction continue quelconque. Con- 
sidérons la quantité 

tf(x, h) = ^ j^ — ^^-^—i 

OÙ h est une quantité petite et dill'érente de zéro. L'expres- 
sion ^{x, h) est bien déterminée pour x fixe et h compris entre o 
et 71 ; soient L(:p, 7^), l(x, t\) les limites supérieure et inférieure 
des valeurs de y(^. A). En supposant par exemple 7j positif, nous 
dirons que ^ -h 7^ est à droite de x et nous appellerons nombres 
dérivés à droite de x par excès et par défaut les quantités : 

Arf/(ar) = limite L(a7, tq) 
^d/(^) = limite /(ar, rj 

t)=:0 
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en supposant que 7^ tende vers o par valeurs constamment posi- 
tives et non nulles. Les quantités L et / auront bien chacune une 
limite (d^ailleurs finie ou non); car, lorsque 7^ décroît, il en est 

manifestement de même de L et de .* et Ton a toujours L^/. 

On définira de même les dérivées à gauche ^gf{x) en suppo- 
sant quer^ reste négatif. La condition nécessaire et suffisante pour 
qu^une fonction soil dérivable en^ est évidemment que les quatre 
nombres dérivés soient égaux en ce point. On obtiendrait une 
classe plus étendue de fonctions en imposant la condition que les 
quatre nombres dérivés soient finis. Cette condition s'est intro- 
duite naturellement, indépendamment de la notion de nombre 
dérivé, dans la théorie des équations difi'ércntielles. C'est la con- 
dition dite de Lipschitz à laquelle on donne habituellement la 
forme 

La considération des nombres dérivés permet de généraliser 
certaines propriétés des fonctions dérivables. Par exemple, la 
condition nécessaire et suffisante pour que deux fonctions con- 
tinues quelconques ne difl'èrent que par une constante est que 
leurs nombres dérivés correspondants (supposés finis) soient 
égaux. Nous renverrons pour pins de détails au livre de M. Le- 
besgue (^loc. cit.). 

Intégrale. 

Considérons une fonction f{x) quelconque, définie entre o et i . 

Riemann a donné la définition suivante de l'intégrale / f{^x)dx. 

Bornons-nous au cas où a<^b et divisons l'intervalle a, b en 
intervalles partiels séparés par les points (rangés dans l'ordre 
croissant de leurs abscisses). 

et soient M/, m/ les limites supérieures et inférieures de /(x) 
dans l'intervalle (:f/_ï, Xi). Nous supposerons que la fonction est 
bornée entre a et 4, c'est-à-dire reste comprise entre deux nombres 
finis M et m. Alors les nombres M/, m/ sont finis et il en est de 
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même des deux sommes 

S = iMi(j:| — Xo)-l-...-f- M„(Xn — Jrn-i), 
S = ntiixi — Xq) -+-...-»- nin{Xn —Xn-i)t 

qui sont comprises entre M (6 — a) et m(lj — a). 

M. Darboux a démontré (*) que ces deux sommes ont chacune 
une limite bien déterminée lorsque l'étendue de rinlervalle partiel 
maximum tend vers zéro. On pose 

limS = / /(a?) dXf 



\\ms = / f{x)dx. 



La première est l'intégrale supérieure, la seconde est l'intégrale 
inférieure. 

Par définition, la fonction f{x) sera intégrable de a à 6 au sens 
de Riemann [ou intégrable (K)], si ces deux quantités sont égales 

el leur valeur commune sera la valeur de l'intégrale / /(^) dx. 

Il est d'ailleurs évident que, si la fonction f{x) est continue 
de a à b, elle sera intégrable au sens de Riemann, Car on 
pourra trouver un nombre 5 tel que, si x' et j:" sont (entre a et b) 
dans un intervalle quelconque plus petit que S, on ait 

Alors, en prenant les intervalles partiels plus petits que S, on aura 
S — .s = (M|— //i|) (j:i — a:o)-4-. ..-f-(Mrt— nin){Xn— Xn-i) < t(b — a). 
Et par conséquent, comme e est aussi petit que l'on veut, la limite 
de S — s est nulle. 

Il existe des fonctions qui sont intégrables (R) sans être con- 
tinues : telle est, par exemple, la fonction égale à o entre o et -^ et 
égale à i entre ^ et i. Mais toutes les fonctions ne sont pas inté- 
grables (R). Il est nécessaire et suffisant pour qu'une fonction le 
soit, que la quantité (S — s) tende vers zéro lorsque les longueurs 
des intervalles partiels tendent vers zéro. 



(') Darbol'x, Mémoire sur les fondions discontinues {Annales de l'École 
normale, 1875). 
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Il en résulte que la condition nécessaire et suffisante pour 
qu\ine fonction bornée f{x) soit intégrable (R) est que la lon- 
gueur totale i des intervalles sans parties communes^ tels que 
dans chacun d'eux U oscillation totale soit supérieure ou égale 
à un nombre positif arbitraire z, tende vers zéro lorsque, e res- 
tant fixe, les longueurs de chaque intervalle tendent vers 
zéro. En effet, quel que soit le mode de division, on aura S — 5^e^. 
Donc d tend vers zéro si la fonction est intégrable (K). Récipro- 
quement, remarquons que, dans chaque intervalle, l'oscillation est 
plus petite que M — m. D'où 

S — 5l(M — m) 3'-4-e(i — 3')^(M — //i) ^ -+- e, 

et, lorsque les longueurs des divisions tendent vers zéro, on peut 
prendre e, puis d aussi petits que l'on veut, par conséquent (S — s) 
tend vers z^ro. 

Remarquons que si Voscillation en un point est supérieure ou 
égale à e, Voscillation dans un intervalle quelconque contenant 
ce point sera aussi supérieure ou égale à e. Donc, l'ensemble £' 
des points où Toscillation est supérieure ou égale à e est contenu 
dans l'ensemble Ë des points des intervalles où l'oscillation est 
supérieure ou égale à e, et ceci dans un mode de division quelconque 
de l'intervalle fondamental (les points de division seuls pourraient 
avoir une oscillation supérieure à e, il n'en résulte pas de difii- 
culté). 

D'ailleurs l'ensemble E' est fermé (p. 26) et par suite mesu- 
rable. Dès lors, si la fonction est intégrable (R), la mesure d' de E' 
(inférieure à la mesure <^ de E qui peut être rendue aussi petite 
que l'on veut) sera nulle. En particulier, ^ensemble des discon- 
tinuités f{x) (qui est la somme d'une infinité dénombrable 
d'ensembles tels que E') sera de mesure nulle, La réciproque est 
vraie; voir Lebesgue [loc, cit.), pages 29 et 109. 

Généralisation de AI, Lebesgue. — Pour obtenir l'intégrale 
de Riemann, on commence par diviser l'intervalle d'intégration 
en intervalles partiels et Ton multiplie la longueur de chacun 
d'eux par une ordonnée correspondante. M. Lebesgue suit une 
marche inverse; il commence par établir des divisions dans Vin- 
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iervalle de variation (m, M) àe f{x), 

Si la fonction ne décroissait jamais de a à 6, les points pour 

lesquels on a 

yi^\<fi.^)<yi 

seraient dans un seul intervalle de longueur ^|. Ceux pour lesquels 
on a 

S{^)^yi 

seraient dans un intervalle de longueur e'i (les quantités ei^ e\ 
peuvent être nulles). Alors l'intégrale de Riemann serait évidem- 
ment la limite des quantités 



i~n i = n 



(i) ^^^^in-^^^'i^h 



i=.l / = 



i=zn i=,n 



M * ^ 2 ^'-^'"^ "^ ^ ^'^' 



1 = 1 « = 



C^est cette limite que nous prendrons encore comme valeur de 
l'intégrale (L) (intégrale de M. Lebesgue) pour une catégorie de 
fonctions beaucoup plus étendue, en généralisant la signification 
des quantités ^i, e^. 

Pour cela, considérons une (oncûon /(x) dé/i nie pour tous les 
points d'un ensemble mesurable E et bornée (*). Nous dirons 
qu'elle est intégrable (L) dans l'ensemble E, si l'ensemble F 
des points de E tels que 

\</(x)<B 

est mesurable quels que soient A et B et s^il en est de même de 
l'ensemble G des points de E tels que 

quel que soit A. Eu particulier, l'ensemble E peut être un inler- 



(') Dans tout ce qui suit nous n'avons considéré, pour plus de simplicité, que 
des fonctions bornées. Les résultats que nous démontrerons peuvent être étendus 
à certaines fonctions non bornées {voir Lebesqur, Annali di Matematica, 11^02, 
p. 259). 
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valle (a, b) déterminé. Observons que l'ensemble G est Tensemble 
des points communs aux ensembles F;, tels que 

A-^</(x)<A+i. 

Donc si les ensembles F sont mesurables quels que soient A el 6, 
il en sera de même des ensembles G. En remplaçant les inégalités 

précédentes par A ^/(x)^A.-{ — > on voit aussi que si les 

ensembles tels que A^/(a:)^B sont mesurables, la fonction est 
intégrable (L). 

Si maintenant m et M sont les limites supérieures de /(x) 
dansE et^i,^2ï • • m^/i-i ^®s valeurs croissantes intermédiaires, 
avec ^'o='Wi ^/i=Mî nous pourrons appeler Ci la mesure de 
l'ensemble des points tels que 

y/-i</(^)<yi 

el e'^ la mesure de Tensemble des points tels que 

Les expressions (i), (2) donneront donc à S et 5 des valeurs 
finies bien déterminées et, en appliquant à ces sommes le raison- 
nement employé par M. Darboux pour l'intégrale de Riemann, on 
voit que ces deux expressions ont séparément des limites déter- 
minées lorsque les longueurs des intervalles yi — j^|_, tendent 
vers zéro. 

D'ailleurs 



t=zn 



^—s=^ei(jri^yi_i)<e\yy 



1 = 1 



en appelant e la mesure de E et ày la plus grande longueur des 
intervalles yi — /i_|. Donc S — s tend vers zéro avec Sy et par 
conséquent les deux limites S et 5 sont les mêmes. Celte limite 
commune est l'intégrale de M. Lebesgue, 

(L) ff{x)dx 

prise dans l'ensemble E. Il est d'ailleurs manifeste que si deux 

ensembles E, E' sont sans points communs et si la fonction est 

E. B. 3 
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iiilégrable (L) dans ciiacun cireux, elle sera inlégrable (L) dans 
l'ensemble E 4- E' et Ton aura 



(L) r fdx = {L) ffdx-i-(L) f/dx. 

En parliculier, si E est Tinlcrvaile de a à 6 (au sens large ou 
étroit), l'intégrale s'écrira 

(L) f fdx. 

Enfin, n'oublions pas d'observer que S et ^ sont tous deux com- 
pris entre Me et me. 

Pour que l'intégrale de M. Lebesgue soit une généralisation 
utile, il faut qu'elle comprenne l'intégrale de Kiemann comme 
cas particulier. Nous allons montrer qu'il en est bien ainsi : 
LorsqiC une fonction est intégrable (R) dans un inten^alle (a, 6), 
elle est intégrable (L) et les valeurs des deux intégrales (R) 
et (L) sont les mêmes dans cet intervalle. 

En effet, soit E l'ensemble des points où Ton a A£/(j;)^B. 
Soit e l'ensemble des points limites de E n'appartenant pas à E : 
les points de e sont des points de discontinuités; ils forment 
un ensemble mesurable de mesure nulle puisque la fonction est 
intégrable (R). D'autre part, l'ensemble E-f-e est fermé, et par 
suite mesurable. Il en est donc de même de E. 

Dès \ovs f{x) est intégrable (L) entre a et b, 

Diyisons (a, b) en intervalles partiels par les points eu ordre 
croissant 

a?o=a, J^i, ..., Xn-i, Xn= b. 

Dans l'intervalle (a:,_i, jc,) (où les limites de /sont /n/, M/)^ 
on Avwdi pour les deux intégrales (R) et (L) 



{xi— Xi^iXj /(x) dx < Miixi-^ Xi-^), 



D'où 



(L) f '/(x)dx-(R) f '/(x)dx 



< (M/— nii)(xi^ ar/_i). 
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Or, pour les deux intégrales, on a 



Dès lors 






(L) / f{x)dx-{^) / /(^) 



^/a? 



<(M — m)ar-hc(i — j) 



en appelant t la longueur lolale des intervalles où Toscillation est 
supérieure ou égale à e. Puisque la fonction /"est intc^grable (R), 
on peut rendre e et t aussi petits que Ton veut. Donc la diflfé- 
rence des deux intégrales est nulle. 

Il résulte en particulier, de cette démonstration, que toute 
fonction continue est intégrable (L), ce qu'on aurait pu voir 
directement. 

L'intégrale (L) coïncide avec Tintégrale (R) toutes les fois que 
cette dernière existe, mais Tintégrale (R) peut ne pas exister 
alors que l'intégrale (L) existe. 

Considérons par exemple la fonction f{x) qui est nulle pour 
les valeurs rationnelles de x et qui est égale à i pour les autres 
valeurs. Elle n'est pas intégrable (R) de o à i. Car en un point 
quelconque l'oscillation est égale à i . Mais elle est intégrable (L). 
Car l'ensemble des points rationnels entre 6 et i (qui est dénom- 
brable) est mesurable et sa mesure est nulle. De même, l'en- 
semble des autres points est mesurable et sa mesure est i. Donc 
la fonction a une intégrale (L) qui est égale à i . 

Nous donnerons d'ailleurs des catégories très étendues de fonc- 
tions qui sont intégrables (L) sans être, en général, int»'grables(R) 

(P- 49)- 
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SÉRIES DE FONCTIONS RÉELLES. 



Considérons une série dont le lerme général est une fonction 
de X (réelle comme dans tout cet Ouvrage) 

et appelons S„ (a:) la somme des n premiers termes de celte série. 

Le premier problème qui se présente dans Tétude de celte série 
est l'étude de sa convergence. Nous ne nous en occuperons pas;* 
nous ne considérerons que le cas où l'on sait que celle série con- 
verge pour toute valeur de x entre o et i . La somme est une 
fonction de a: que nous désignerons pary(a:). Le second problème 
qui se pose est de cbercber les propriétés de Sfi(x) qui se con- 
servent à la iimile lorsque n croît indéfiniment. M. Osgood a fait 
remarquer que ce problème peut souvent se ramener au problème 
général de l'interversion dans la « double limite » ('). 

Ainsi, on peut se demander s\/{x) est continu, lorsque S,t(x) 
est constamment continu (c'est-à-dire lorsque u„ est continu). 
Cela revient à chercher si l'égalité 

lim r lim Srt(j^)] = lim F lim S/i(x H 

est exacte. 

De même, on peut se demander si Tinlégrale de /{x) est la 
Iimile de l'intégrale de S,i(a:). Or cela revient encore à chercher 
si l'égalité suivante est exacte 




(') OsGOOD, Bulletin o/ the American mathematical Society, nov. 1896, p. 61. 
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Celle queslion de Finlerversion des Hmiles se présenle d^ailleurs 
dans un grand nombre d^aulres parties de TAnalyse; par exemple 

dans la dérivation sous le signe / , dans l'expression d'une inté- 
grale double sous forme d'Intégrales simples, etc. 

Avant d*enlrer dans l'élude des problèmes précédents qui 
exigeront certaines restrictions relatives à la continuité des fonc- 
tions tt/i(x), nous démontrerons un théorème très général qui 
suppose seulement que la série considérée est convergente. Dé- 
signons par r„(x) le reste de la série : rn{x)^/{x) — S»(a:). 

Si la série /(x) est com^ergente pour toutes les valeurs de x 
comprises entre o et i^et si l'on appelle En l'ensemble des points 
pour lesquels \rn{^)\ est supérieur à un nombre positif e donné, 
aussi petit que Von veut, la mesure de En tend vers zéro lorsque n 
croît indéfiniment (*). 

En eiTet, il nous suffira de montrer que l'ensemble E. limite 
complète de E» lorsque n croît indéfiniment, a une mesure nulle 
(p. 2i). Or cela est certain, car E ne comprend aucun point. S'il 
y avait un point j:, dans E, il y aurait une infinité d'ensembles E^^, 
E^^, ... qui contiendraient Xi\ et par conséquent les quantités 

restant supérieures à e, la série ne serait pas convergente en Xt. 

Ce théorème, par sa généraliti'^, parait susceptible d'un grand 
nombre d'applications; nous en donnerons quelques-unes. 

Il a été démontré pour la première fois par M. Arzela dans un 
cas particulier (2). 

Continuité de la série. 

Supposons maintenant que les fonctions Un{x) soient des fonc- 
tions continues dans un intervalle (a, b) où la série est couver- 

(*) Dans les applications, l'ensemble E„ sera toujours mesurable. Cependant, 
on peut se passer de cette remarque, en remplaçant dans l'énoncé précédent la 
mesure de E^ par la limite supérieure des mesures des ensembles mesurables 
contenus dans E„. 

(-) Mémoires de Bologne, 1899. 
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gente. Il n'est nullement évident que la somme /{x) doit être 
elle-même continue (comme le montre bien notre interprétation 
par la double limite). 

Remarquons qu'il est tout aussi général de se donner une série 
par la somme de ses n premiers termes Sn{x) que par le terme 
général Un[x), Car une série quelconque peut s'écrire sous la 

forme 

S,-f- (Sj— S,) -+-. . .-f- (Srt— S,,-,) -h. . . 

et par conséquent ce n'est pas construire une série d'une façon 
vraiment artiHcielIc que de la donner en choisissant S» au lieu 
de Un' 

Cette remarque faite, il suffît de prendre : 



S„(.r)=37î''-» 

pour voir que la série ainsi définie est convergente pour toule 
valeur finie de x et que ses termes sont des fonctions continues 
•de X, Cependant la somme de la série est i lorsque ;r > o, 
o lorsque ^ = o, — i lorsque x <^o. 

La question s'est donc posée de rechercher à quelles conditions 
la continuité des termes d'une série convergente entraîne la conti- 
nuité de la somme. 

Convergence uniforme. 

Un premier pas fut fait dans celte voie par l'introduction de la 
notion de convergence uniforme (*). 

Nous dirons (^) qu'une série quelconque /(x) est uniformé- 
ment convergente dans l'intervalle (a, 6), si, à tout nombre 
positif £ donné à l'avance, aussi petit que l'on vent, on peut faire 
correspondre un nombre N tel que Tinégalité /i >• N entraîne dans 
tout i^ intervalle (a, 6), 

k„(a-)|<£. 



(') Voir Stokes, Mathematical and physical papers, Cambridge, 1840, 
p. a36-385, et aussi Seidel et Lejeune-Dirichlet dans la collection : OsUvalcTs 
Klassiker, n° UG. Slokcs et Seirlel paraissent avoir élucidé en même temps cette 
question, indépendamment l'un de l'autre. 

(■-') Voir Tannfry, Fonctions d'une variable. 1886, note de la page 366. 
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Remarquons d'abord que la série f{x) sera convergente 
dans (a, b). Je dis de plus que la continuité des termes entraî- 
nera celle de la somme. En effet, si x' et x*' sont entre a et b, on 
aura 

et sî l'on prend pour n un nombre fixe supérieur à N, la fonc- 
tion Sn(a:) est une fonction continue entre a et 6; donc on peut 
prendre un nombre a tel que pour 

\x'—x''\<.a 
on ait 

IS«(a:')-S«(:c^)|<«. 

D'où 

|/(^')-/(^')|<3£. 

Au contraire, supposons seulement que la série soit conver- 
gente entre a et b. h. tout nombre x compris entre a et 6 on 
pourra faire correspondre un nombre N tel que n > N en- 
traîne |r„(a:)|< e. Le nombre N sera bien déterminé pour chaque 
valeur de x^ si l'on prend toujours pour N le plus petit nombre 
entier possible. On voit alors qu'il revient au même de dire que 
la série est uniformément convergente entre a et 6 ou de dire que 
la fonction N(j:) que nous venons de définir est (pour chaque 
valeur de e) bornée dans cet intervalle. 

Si nous supposons de plus que les termes àef{x) soient con- 
tinus, il résulte de ce qui précède que, dans le voisinage d'un point 
de discontinuité Xx de/(x), la fonction N(x) a une limite supé- 
rieure infinie pour une valeur suffisamment petite <j donnée à e. 
On peut même préciser ce résultat : si l'oscillation (ù(x) au 
point Xi est supérieure à un nombre positif b, on peut prendre 

pour 0" /e nombre -• En effel, supposons qu'en prenant pour e le 

nombre -* la fonction N(x) reste inférieure à un nombre entier n 

dans un intervalle assez petit (xt — A, x^-^-h)» On pourrait 
prendre un intervalle encore plus petit (x^ — A|, Xi-\-hi) où 
l'oscillation de la fonction continue Sn(j7) serait inférieure à un 
nombre quelconque positif donné, par exemple : to^Xx ) — b — ï|. 



4o CHAPITRE III. 

Et alors Tinégalité (i ) montre que Ton aurait dans cet intervalle 

I/(^')-/(:r'')|<u)(^,)-^n 
ce qui est manifestement impossible (p. 27). 

La condition de convergence uniforme d'une série de fonctions 
continues n'est pas nécessaire pour la continuité de la série. 
M. Bendixson (*) en donne l'exemple très général suivant. Consi- 
dérons une série convergente et à termes continus entre a et 6, 
mais non uniformément convergente, et soit r^^x) le reste. La 
série 

ri— /',-+- rj— r2-h... 

converge vers zéro entre a et 6, mais elle n'y converge pas uni- 
formément. 

Pour obtenir une condition nécessaire et suffisante, il faudrait 
donc donner une définition de la convergence uniforme moins 
serrée, pour ainsi dire, que celle que nous avons donnée. 

M. Dini (") a réalisé ce but en partie au moyen de ce qu'il 
appelle la convergence uniforme simple. 

On dira qu'une série a une convergence uniforme simple entre 
a et 6, si : 1** la série reste convergente dans cet intervalle; 
2" pour tout nombre positif e aussi petit que l'on veut et pour 
tout nombre entier N aussi grand que l'on veut, il existe un 
nombre entier /i^N tel que l'on ait 

pour tous les points de l'intervalle (a, b). 

Cette définition comprend comme cas particulier la définition 
ordinaire de la convergence uniforme. Par conséquent, M. Dini a 
étendu les résultats précédents lorsqu'il a démontré que, si une 
série à termes continus a une con\'ergence uniforme simple, 
elle est continue. 

Ainsi le dernier exemple que nous avons donné est une série 



(•) Voir Bendixson^ Sur la convergence uniforme des séries, Ofversigt of. 
Kongl. Veleoskaps-Akademiens Fôrhandiiugar, 1897, n*" 10, Stockholm. 

(') Dini, Fundamenti per la teorica délie Funzioni di variabili reali, Pise, 
1878, p. io3. 
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qiiî a une convergence uniforme simple, car les restes de rangs 
impairs sont nuls. 

Mais cette extension n'est pas encore suffisante. M. Bendixson 
(loc. cit.) donne en effet des exemples de séries convergentes, à 
termes continus, dont la convergence n'est pas une convergence 
uniforme simple et qui définissent pourtant des fonctions con- 
tinues ( ' ). 

Ainsi, considérons la série telle que 

c / X „ n(i — x) 



Les termes sont continus lorsque a: reste compris entre o et i et 
elle converge vers zéro, même pour jr = i. Pourtant sa conver- 
gence n'est pas uniforme, car pour x = i > on a 



k„(x)i=is„(x)i=|(.-iy'-i 



I I 

2 e 



Par suite, pour tout nombre /i, il existe un nombre x pour lequel 
|/*n(^)| 6st supérieur à un nombre positif fixe. 

Convergence quasi-uniforme. 

C'est M. Arzela qui est parvenu le premier à la condition 
nécessaire et suffisante cherchée. 11 l'obtient au moyen de ce que 
nous appellerons la convergence quasi-uni forme (*) qui est une 
nouvelle extension de la convergence uniforme ordinaire. 

Nous dirons qu'w/ie série converge quasi-uniformément entre 
a et b si : \^ la série converge entre a et b, 2"* on peut faire 
correspondre à tout nombre e positif aussi petit que Von veut 
et à tout nombre N aussi grand que l'on veut, un nombre fini, 
N'^N, tel que, pour chaque valeur de x comprise entre a et 6, 
il existe un entier nx compris entre N et N', et tel que Von ait : 

(') Foir aussi Jordan, Cours d'Analyse, a* édition, t. I, p. 3i5. 

(^) M. Arzela l'appelle convergence uniforme à traits (a tratti). Celte déno- 
minution se rattache à la représentation géométrique dont M. Arzela fait grand 
usage {Mémoires de Bologne, 1899). 
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Nous allons maintenant démontrer le théorème qui résout com- 
plètement la question de la continuité. Ce théorème a été obtenu 
par M. Arzela par une méthode assez compliquée. Mais, comme 
il arrive bien souvent, une proposition qui a été obtenue au prix 
de grands efforts peut, quand son énoncé est connu, être démon- 
trée très simplement. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une série à 
termes continus entre a et b représente une fonction continue 
dans cet intervalle est qu'elle y converge quasi-uniformément. 

La condition est suffisante. En effet, d'abord la série est con- 
vergente entre a et 6; soient f{x) sa somme et x' un point quel- 
conque entre a et b. On peut déterminer un nombre N tel que 
rinégalité /i > N entraîne 

\rn{x')\<y 

Mais, puisque la série est quasi-uniformément convergente 
entre a et 6, on peut faire correspondre à e et N un nombre N'> N, 
tel que, pour toute valeur de x comprise entre a. et 6, il existe un 
nombre n^ compris entre N et N' pour lequel 

Or, quel que soil x, nx> N, donc 

\rnM')\ 



s 
3 



D'autre part, il est possible de déterminer un nombre /i^, tel 
que rinégalité \xf — x^'\<^hp entraine 

Donc, si a est le plus petit des nombres 

(dont il y a un nombre^î/ii), on aura sûrement 

pour \x' — x"\ <C OL, puisque nx' est compris entre N et N'. 
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Et comme on aura 

on voit que 

I/(^')-/(-^')l<£ pour Ir'-T^KoL. 

Donc la fonction y est continue en un point arbitraire .r' de l'in- 
tervalle. 

Réciproquement, supposons la série convergente et sa somme 
continue (ainsi que ses termes) entre a et b. Soit x' un point 
compris cnlre a et 6, on peut déterminer A lel que l'on ait 

|/(:r)-/(^')|<i 

pour \x — x'I <C A. Mais soit N un nombre donné aussi grand que 
l'on veut; on peut déterminer un nombre /i >• N de façon que 
Ton ait 

Ir„(^')|<|- 

Le nombre n étant ainsi choisi, la fonction S„{x) est continue et 
l'on peut déterminer A|, tel que Ton ait 

|Srt(a-) — S«(a:')| < - pour |a- — .r'|<A|. 

Or C^; 

\rn(x)\>\/(x)-/{x')\-^\Sn{x)-Snix')l-^\rn{x')l 

Des lors, si a est le plus petit des nombres h et A,, on a 

k,i(j')|<£ pour jj- — :r'|<a, 

n étant un nombre fixe supérieur à N. 

Il suffit pour le raisonnement précédent que /(^) soit continu 
au point x\ Mais, puisque /"(x) est continu de a à b^ on pourra 
déterminer pour chaque point x de cet intervalle un nombre /t>-N, 
et un intervalle partiel ayant ce point pour milieu tel que |/'/i(^)| 
reste inférieur à e dans cet intervalle partiel. Alors, tout point 
de (ûr, b) est intérieur au sens étroit à Tun de ces intervalles par- 
tiels; on peut donc (p. 9) trouver un nombre fini de ces intervalles : 

(x/ — a/, xt-¥- OL/) (1= I, ..., p) 
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qui jouissent de cette propriété. Par conséquent, à tout point x 
de (a, 6) on peut faire correspondre un entier rix^ tel que l'on ait 

k«,(^)l<e. 

Et les nombres Ux sont pris parmi les nombres /ij.^; on peut 
donc déterminer un nombre N' (le plus grand des entiers /i^.., qui 
sont en nombre limité/?) tel que rix reste compris entre N et N'. 

On peut donner, de cette réciproque, une démonstration un 
peu différente. La série étant convergente entre a et 6, on peut 
faire correspondre à chaque nombre x compris entre a et 6, un 
entier Ux supérieur à un nombre fixe donné N indépendant de n, 
tel que 

Et le nombre rix sera une fonction bien déterminée de x^ si Ton 
prend pour Ux le plus petit entier possible supérieur à N satisfai- 
sant à cette condition. Je dis que celte fonction est bornée supé- 
rieurement. En effet, s'il n'en était pas ainsi entre a et 6, la fonc- 
tion Ttx ne serait pas non pi us bornée dans l'un des deux intervalles 
moitiés, ni dans l'un des intervalles moitiés de celui-là, et ainsi de 
suite. On formera ainsi des intervalles (a^, hp) emboîtés les uns 
dans les autres et dont la longueur tend vers zéro. Ils ont donc 
pour limite \\n certain point \ de l'intervalle (a, 6). Or nous avons 
vu, dans la première partie de la démonstration précédente, qu'on 
pourrait déterminer A et /^, > N tels que 

k/..(^)l<s 

dans l'intervalle \ — A, \-\- h. Mais si petit que soit A, on pourra 
prendre/? assez grand pour que (/i^, bp) soit contenu entre Ç — A 
et Ç -h A, et alors dans l'intervalle (a^, bp) la fonction rtx serait 
bornée supérieurement (/îx = ^i)î ce qui amené une contradiction. 
On peut vérifier sur l'exemple que nous avons donné d'une 
série convergente à termes continus dont la somme n'est pas con- 
tinue que celte série n'est pas quasi-uniformément convergente. 



1 

«n— 1 



Nous avions pris S^ = x'"~* ; pour a: > o, le reste est i — x 
Dans l'intervalle (o, i), si l'on veut que ce reste soit inférieur à e, 
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il faudra que l^on ait 



2n — 1> — ; 

L—— 



1 — s 



par conséquent la valeur minimum de n ne sera pas bornée supé- 
rieurement dans cet intervalle. 

Les considérations qui précèdent s'étendent immédiatement 
aux séries de fonctions de plusieurs variables. Ainsi la condi- 
tion nécessaire et suffisante pour qu^une série de fonctions de 
plusieurs variables continues /jar rapport à leur ensemble 
dans un domaine fermé D ait pour somme une fonction con- 
tinue dans D est que la série converge quasi-uniformément 
dans D. Cela veut dire qu'on peut faire correspondre à un nombre 
entier N et à un nombre positif e, un nombre entier N'^N tel que 
Ton ait en tout point A de D : |^waI< s, n^ étant un certain nombre 
entier détermine' par A et compris entre N et N'. La démonstration 
est la même que celle que nous avons donnée. 



Intégration des séries. 

Deux problèmes se posent tout d'abord, quand on veut inté- 
grer wwe fonction représentt^e par une série : i° En supposant la 
série convergente et à termes intégrables entre o et i, la somme 
sera-t-elle aussi intégrable? 2" Si la somme et les termes de la 
série sont intégrables, est-ce que l'intégrale de la somme sera la 
somme des intégrales des termes? Le premier problème a deux 
solutions différentes selon que l'on se place au point de vue de 
Riemann ou à celui de M. Lebesgue. Mais il suffira évidemment 
de résoudre le second problème au sens de M. Lebesgue pour en 
obtenir la solution au sens de Riemann comme cas particulier. 

M. Arzela (') a montré que la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que la somme f{x) d^une série convergente de a 



(') Arzela, Mémoires de l'Académie royale des Sciences de V Institut de 
Bologne, 27 mai 1900. 
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à b et dont les termes Un sont intégrables (R) de o à i, soil 
intégrable {K) de o à \ est que la série ait une convergence 
quasi- uniforme en général entre o et i. 

Celte dernière expression a la signidcalion suivante : i" la 
série y(a:) est convergente entre o et i et sa somme est bornée; 
2° étant donnés les nombres S, e, N, on peut déterminer entre a 
et b des intervalles 1 en nombre fini et sans partie commune, de 
longueur totale supérieure à i — o, tels que Ton ait |/'it,(^)|<^ 

lorsque x appartient à un intervalle I, le nombre entier /if (con- 
stant dans un intervalle I) restant supérieur à N (*). 

Supposons ces conditions vérifiées et que les termes de la série 
soient intégrables (R). Dans tous les intervalles 1 en nombre /^^ 

on aura 

|/{^) — S;,^(:r)| <e; 

par suite, Toscillation de f{x) dans I sera au plus égale à 2e 
augmenté de l'oscillation de S,,^. Or, dans Tintervalle 1, S» est 

intégrable (R); on peut donc y former un nombre fini d'inter- 

valles J, sans partie commune, de longueur totale inférieure à - 

. . . ... ^ 

et en dehors desquels Toscillation de S,> est inférieure à e. Appe- 
lons K les intervalles sans parties communes intérieurs aux I et 
extérieurs aux J; dans ces intervalles, Toscillalion Aq f[x) sera 
inférieure à 3s. Mais la longueur totale des K entre o et i est 

supérieure à i — S — p - =zi — 20. Dès lors, on aura pu diviser 

le segment (o, 1) en intervalles tels que la longueur totale de ceux 
où l'oscillation surpasse 3e soit inférieure à 28. Comme e et & 
peuvent être pris aussi petits que l'on veut, la fonction bornéey(x) 
est intégrable (R) entre o et i . 

Réciproquement, admettons que/(j;) soit intégrable (R), ainsi 
que les termes de la série (supposée convergente deo à i). Soient, 
d'autre part, Fl'ensemble des |)oints où/(j:)est continu, E,| l'en- 
semble des points où Sn{x) est continu, E l'ensemble limite com- 



(') La série serait quasi-uniformément convergente si cette condition était 
réalisée pour des intervalles I en nombre (ini sans parties communes gui rem- 
plissent tout le segment (o, 1). 
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plel des En* Les ensembles E» et F onl pour mesures i (p. 3i)^ 
il en est donc de même pour E (p. 21). Or on a 

F=(E, F)+[C(E), F]. 

Les deux ensembles du second membre n'ont pas de point com- 
mun ; donc 

mesure(E, F) = mesure F — mesure [C(E), F]. 

Or Tensemble [F, G(E)] est contenu dans C(E) dont la mesure 
cat nulle. Par suite, la mesure de l'ensemble G des points com- 
muns à E et F est égale à i — = 1. Ceci étant, soit oJ un point 
de G, il est contenu dans une infinité d'ensembles E;t : E^, , 
F 

Or on peut déterminer un nombre q tel que l'inégalité ni> q 

entraîne |/m(j?')|< ô* Soit maintenant un nombre N donné à 

l'avance; prenons parmi les nombres /2|, n^y ••., qui croissent 
indéfiniment, un nombre déterminé n supérieur à 9 et N. On 
aura 

De plus, x' sera commun aux deux ensembles E/j et F. Par con- 
séquent, on pourra déterminer un nombre h tel que l'inéga- 
lité \x — ^'1 < h entraîne 

|/(x)-/(a;')|<| 
et 

|s„(^)-s«(ar')|<i. 

D'où 

|r«(:r)|<|r«(;r')|-H|/(a7)-/(^')|-+-|S«(:r')-S„(x)|<£. 

Ainsi tout point x' de l'ensemble G est intérieur au sens étroit 
a un intervalle I pour lequel il existe un nombre n tel que l'on ait 
en tout point de l'intervalle I 

|r«(a7)|<e. 

Or l'ensemble complémentaire G(G) a^ant une mesure nulle, 
ses points pourront être tous enfermés au sens étroit dans des 
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inler\alles J sans poiol commun de longueur lolaie ioférieore 
à 7. ( ';■• Alors lous les points du segment peuvent être eofermés 
au sens étroit chacun dans un intervalle I ou J. Par suite, oo peut 
en trouver un nombre fini qui les contiennent tous au sens 

étroit Jifts) ****'p9*^i9 •••««la» 

Les points qui ne sont pas intérieurs au sens étroit à Fun des 
intervalles J forment un ensemble G| intérieur à G et de mesure 
supérieure à i — 7,. Ils sont tous contenus dans I|, K* ..., Ipy 
qu*on peut supposer sans point commun et compris entre o et i, 
intervalles qui auront une longueur totale supérieure à i — t^. Or, 
à chacun d^eux, 1, correspond un nombre entier /7,>>\ tel que 
pour tout point de I, on ait 

Comme e, 7, et N sont arbitraires, la série a une convei^ence 
quasi-uniforme en général, entre o et i. 

La résolution du problème que nous venons de traiter est bien 
plus simple si Ton se place au point de vue de M. Lebesgue. 

Si ron considère une série de fonctions bornées inié- 
grables (L) ; W|, i/j, . . . , dont la somme f{x) est convergente 
entre a et h, cette somme supposée bornée est aussi inté- 
grable (L). 

L'ensemble des points E tels que Ton ait 

Ai/(x)<B 

est compris dans l'ensemble limite restreint F^ des ensembles Ejt 
des points tels que 

P P 

p nombre entier fixe. 

Cet ensemble F^ est mesurable et l'ensemble E est évidemment 
l'ensemble des points communs aux ensembles F| , F^, . . ., F^, . . .. 
Donc E est mesurable quels que soient A et B; par conséquent, 
f{x) est inlégrable (L). 

La proposition que nous venons de démontrer peut s'énoncer 
ainsi : Toute fonction bornée f{x)^ limite de fonctions bornées 
intégrables (L) est elle-même intégrable (L). Sous cette forme, 

( ') Voir par exemple Lebbsqub, Annali di Matematica, igoa, p. 237. 
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elle nous fait connaître des champs de plus en plus étendus de 
fonctions intégrables (L); par exemple, toute fonction bornée 
limite de fonctions continues est intégrable (L). 

Si une série de fonctions bornées intégrables (L) est con- 
vergente de a à b et si Von a |r„(j:)|<;M quels que soient 
V entier n et V abscisse x dans (a, b)^ la série des intégrales (L) 
des ternies est aussi convergente et sa somme est l' intégrale (L) 
de/{x). 

En effet, on ay= Sn+ R»; or il est facile de voir que la somme 
des intégrales (L) de deux fonctions est égale à Tintégrale (L) de 
leur somme. Donc 

(L) / f(x)dx — (L) / Uidx — ... — (L) / u,tdx = {L) 1 r„dx» 

Or, puisque la série £/|+... est convergente de a à 6 l'en- 
semble E des points tels que |/*/i(^)| soit supérieur à s a une 
mesure 9/i qui tend vers zéro avec /i. Et l'on a 

Jf /'/i dx = f Pn dx -^ 1 /•/, dx, 
d'où 



f. 



r,tdx 



< iM(T„-h t{ù — a), 



M étant supérieur de a à 6 à la fonction bornée |/'/i(^)| quel que 
soit n. Comme on peut prendre e et 0-/1 aussi petits que Ton veut 
lorsque n croît indéfiniment, la proposition est démontrée. 

Dans l'énoncé du théorème, on peut remplacer l'intervalle (a, b) 
par un ensemble mesurable quelconque E, la démonstration sera 
entièrement analogue. 

Le théorème est encore vrai, si l'on prend l'intégrale de Rie- 
mann (*) au lieu de l'intégrale de M. Lebesgue, d'après notre 
remarque (p. 34), à condition que la somme de la série soit inté- 
grable (R). 



(') Le cas où les fonctions / et /„ sont continues avait été r«éjà obtenu pur 
M. Osgood {American Journal, 1894). 
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CHAPITRE IV. 

REPRÉSENTATION DES FONCTIONS CONTINUES 
PAR DES SÉRIES DE POLYNOMES. 



THÉOnÈME FOKÎDAMENTAL DE WEIERSTRASS. 

Une jonction continue quelconque peut être représentée par 
une série de polynômes. Telle est la proposilion fondameaule 
qui a été établie par Weierstrass ('). Diverses démonstrations en 
ont été données ; elles peuvent toutes se ranger en deux catégories. 
Les unes, comme celles de Weierstrass et de MM. Picard (*), 
Lerch (') et Volterra (*), font appel à des notions d'un caractère 
transcendant; les autres, comme celles de M. Lebesgue (^) et de 
M. Mittag-Leffler (°), sont d'une nature tout élémentaire et peu- 
vent être rattachées à un important Mémoire de M. Runge (^). 
Toutes les méthodes dont nous venons de parler conduisent au 



résultat suivant : Etant donnée une fonction f{x) continue dans 
[intervalle {a, 6), extrémités comprises, on peut trouver un 
polynôme ^{x) tel que Von ait dans tout cet intervalle : 

£ étant un nombre positif , donné à V avance, aussi petit que l'on 
veut. 



(•) \\ KIERSTRA83 ^ Berliner Sitzungsberichte, i885. 

(2) Picard, Traité d* Analyse y t. I, p. 258. 

(') Lerch, Rozpravy ceské Akademie (a* classe) l. I, n^ 33 (189a) et t. II, 
n" (1898). Je ne connais ces Mémoires de M. Lerch que par la citation qu'il en 
fait lui-inùme dans son Mémoire : Sur un point de la théorie des fonctiont 
énératrices d'Abel {Acta Alathematica, l. XXVII, p. SSg), où se trouve aussi 
une démonstration du théorème de Weierstrass au moyen de séries trigODomé- 
triques. 

(•) VoLTKRRA, Bendiconti del Circolo matematico di PalermOy 1897, p. 83. 

(*) Lebesque, Bulletin des Sciences mathématiques, 1^^^^ p. 278. 

( • ) Mittaq-Lbffler, Bendiconti del Circolo matematico di PalermOy 1900. 

C) RuNQK, Acta mathematica^ i885, p. 887. 



REPRÉSENTATION DES FONCTIONS CONTINUES. 5l 

SupposoDSy pour le moment, celte proposition établie et appe^ 

Ions Pn(^) Je polynôme qui correspondrait à la valeur — de e. 

Vn(^) sera la somme des n premiers termes de la série de po- 
lynômes : 

(S) P,-4-(Pî-P,)H-...-+-.(P«-P«_,)-h.... 

Et Ton aura |/(j?) — Pn{^)\<i^i pour toutes les valeurs 
de X comprises dans V intervalle [a, b). Donc la série S con- 
verge uniformément vers f[x) dans cet intervalle. 

Elle converge même absolument dans cet intervalle, car on a 

I P«-P„^,l<|P,.-/(2:) !-+-!/( or)- P;,^,|<-i. 

Cherchons à étendre ce résultat au cas où Tintervalle que Ton 
considère comprend toute la droite. 

Nous supposons que/(j7) soit continu pour toute valeur réelle 
de ^r. D'après ce qui précède, on pourra trouver un polynôme Q„(x), 
tel que l'on ait dans V intervalle (— a^, -i- 6„) : 

1/(^)~q«(:p)|<-1-^, 

an^ bn croissant indéfiniment avec n. 
Alors la série 

Q 1 -^ ( Q 1 - Q t ) -H ( Q 3 - Q î ) -+- . . . -^ ( Q « - Q „- 1 ) -^ . . . 

converge absolument vers /(x) pour toute valeur de x. 

Mais, en général, elle ne converge pas uniformément sur toute 
la droite. Tout ce qu'on peut dire, c'est qu'elle converge unifor- 
mément dans tout intervalle fini. 

Méthode de fVeierstrass. — La démonstration de Weierstrass 
est très simple et le principe en est utile dans bien d'autres ques- 
tions. Elle repose sur le calcul bien connu de l'intégrale 



/: 



e-'* dt. 



(Mais on pourrait refaire le raisonnement de Weierstrass avec une 
autre intégrale jouissant de propriétés analogues.) Cette intégrale 

a un sens et sa valeur est y/ir. lien résulte, en particulier, que, étant 
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donné i'ï nombre positif «ei. on peal toojoors trooTer on nombre A 
i^\ qoe l'on ail 

pour a > A- 

Nou^ allons d'abord montrer qoe l'on a 

a%<rc 

k étant an nombre positif et /(x; une fonction bornée uniformé- 
ment continue pour toutes les %'aleurs de x: nous désignerons par 
M sa limite supérieure. 

En effet, soit A un nombre positif quelconque. On aura 

OU. en posant u = x — Al. 



>'■ 



r.>yx,k)^Ç f(T — kt)e-'^dt 



k 

c'a ,,' ^ 



X'^kt)e-'*dt. 



\jà première intégrale peut s'écrire 

h 



en désignant par ^i un nombre compris entre — i et -h i. 
De même, on a 

f /(x^ ht ] e-'' dt = e, M f e-'* dt, 



k 

k 



f f{x^kt)e-^''dt = ^iM f e-^'dt 



k 
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avec I O2 1 < 1 , I O3 1 < I . Or, pour t > A, on a 

et, d^aulre part, on a 

|/(ar4-e,A)-/(a:)|<a) 
pour II < a. 

En résumé, pour A < a et A* < —» on a 

)/t:^{x, k)= [/(a:)-T-0w](/7: — 20'a))-4-2ft''Ma), 

Jes nombres 6, 0', 6" restant compris entre — i et -4- i . 
Ou 

4,(ar, k) -f{x) = [o -h ^^ - 20' J^ - '260' a> L 



ou enfin, en supposant (o <^ i , 

4_M 



\^(x.k)^f^x)\<('i^'^Y' 



Le nombre a peut être déterminé indépendamment de x puisque 
f{x) est uniformément continu pour toutes les valeurs de x. Par 
conséquent, si 7^ désigne un nombre aussi petit que l'on veut, on 



( 



fi 



peul trouver / en prenant to = —j-r \ un nombre a, tel que 



Ton ait 

quel que soit j?, pourvu que l'on aitA: << -7 • 

Autrement dit, ^(^, k) tend uniformément vers f(x) lorsque 
/{ tend vers zéro. 

Maintenant, considérons l'intégrale ^{x, k); je dis que c'est 
une fonction entière de x. En effet, posons ^ = Ç 4- «tj, on aura 

.-.•f"/(«)[si„iiil=lI^].-(^VrfJ. 
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Les deux Intégrales sont celles qu'on obtient en remplaçant 
dans ^(^, A") la fonction /(w) par la fonction 

f(u)cos T ou /(M)sin ' 

Ces deux dernières fonctions sont bornées et uniformément 
continues quel que soit u. Par conséquent, ^(^, k) est une fonc- 
tion finie et bien déterminée de ^ et de r^, On verrait facilement 
qu'il en est de même de ses dérivées en Ç et vi qui vérifient les 
relations de Cauchy; en définitive, ^(z, k) est une fonction 
entière de z. Par suite, on peut écrire 

les quantités Co= '}(o, A"), C| = '^(oj A"), . . . étant évidemment 
réelles avec A*. Le second membre est une série uniformément 
convergente dans toute région finie du plan ; donc on peut prendre 
un nombre /< tel qu'en posant 

on ait 

|'i/(x, k)-V{x)\< ^ 

pour toute valeur de x comprise dans un intervalle quelconque 
donné cVavance, Et si l'on a pris, comme il est possible, k assez 
petit pour que l'on ail, quel que soit x entre les limites précé- 
demment fixées, 

l'K^, A)-/{:r)|<^ 

on aura 

\V{x)-f{x)\<z 

pour toute valeur de x^ comprise dans l'intervalle donné. 

Alors, soit cp(^) une fonction continue dans l'intervalle (a, 6); 
si l'on prend pour /(:r) une fonction égale à <p(x) entre a et 6 et 
égale à ç>(ûr) pour j;^a et à ç(6) pour x^b^ la fonctiony*(.r) sera 
bornée et uniformément continue quel que soit x. On pourra 
donc lui appliquer la méthode précédente et l'on aura un po- 
lynôme P(^), tel que 

•P(:r)-(p(a7)|<£ 



entre a et 6. Nous avons ainsi atteint notre but. 
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Sî la fonction f{x) est bornée et uniformément continue quel 
que soit j?, la méthode même de Weierstrass permet de la repré- 
senter par une série de polynômes qui converge uniformément et 
absolument dans tout intervalle fini. C'est la série 

Pl-+-.(Pl-Pl)-H...-*-(P/*-P/i-l)-H..., 

OÙ l'on a, quel que soit x entre — n et + n : 

|P/,(^)-/(^)|<;^,- 



AUTRES DÉMONSTRATIONS. 

Vu l'importance du théorème fondamental, nous allons en faire 
connaître plusieurs démonstrations, à certains égards plus simples 
que celle de Weierstrass. 

Nous ne donnerons pas la méthode de M. Picard (reposant sur 
l'emploi des séries tri gonomé triques), qui se trouve exposée dans 
son Traité d^ Analyse. 

Les méthodes que nous allons développer sont fondées sur 
l'emploi de lignes polygonales comme courbes approchées de la 
courbe continue^ =y(x). 

Soity(j:) une fonction continue de ^ à 6; on peut trouver un 
nombre 3, tel que l'inégalité |.r' — x"\ < 8, entraîne 

1/(07') -</(:r')I<i. 

Considérons une division de l'intervalle (a, b) en intervalles 
partiels, tous plus petits que o, séparés par les points 

Puis inscrivons dans la courbe ^ =:y(j?) une ligne polygonale 
dont les côtés se projettent sur Ox suivant ces intervalles. Cette 
ligne polygonale représentera une fonction continue y=^[x). 
La valeur de o{x) est égale k f(x) aux points de division; 
lorsque ^ est compris dans l'intervalle (x/_i, X|),cp(j:) est compris 
enlrey(.ri_, ^ et /{xi) el/{x) entre 

/(a:/_,)-i ei /(x/)-^4 
4 -1 
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oa eolre 

f(ri\^'^ et fixi^x » -i- - 
4 4 

Dès lors, on a entre xi etX|_i : 



\fiX} — 0(X)\ < - 



1 



el, comme s est indépendant de rintervallc partiel coosidéré, 
celte inégalité a lieu partout entre a el 6. Il nous suffira mainte- 
nant de trouver un polynôme P(^) tel que l'on ait 

entre a et b, pour atteindre notre but qui est de vérifier par un 
polynôme P Tinégalité 

\f(x) — P('jr)|<£. pour a%xÇ,b. 

Les méthodes que nous allons exposer ont précisément pour but 
de déterminer un polynôme P(^) tel que la courbe j'= P(a:) 
approche autant que Ton veut d^une ligne polygonale donnée. 

Méthode de M. Folterra. — On sait ( ' ) qu'une fonction pério- 
dique quelconque g{x), (de période 2co) peut être développée 
en série de Fourîer 

(i) >?-( j") = ao-i- > a,i cos h &/i sin 



n = 1 



qui converge uniformément quel que soit x, pourvu que cette 
fonction soil continue et qu'elle n'ait qu'un nombre fini de maxima 
et de minima dans un intervalle d'une période. 

M. Volterra (^) applique ce résultat à la fonction ^=: or (x) 
obtenue de la manière suivante. Soitj^ = ^(j;) Téquation de la 
ligne polygonale donnée qui n'est définie qu'entre a et b. On peut 
ajouter un côté à cette ligne polygonale de façon que les ordon- 
nées des sommets extrêmes (en a par exemple et en c extérieur 
à ab) soient les mêmes. Ceci fait, nous prendrons pour fonc- 



er) Voir par exemple : Picard, Traité d* Analyse, t. I, p. 224 et aSg. 
(') Voir aussi Lercu, Acta mathematica, t. XXVII. 
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lion g{x) la fonction telle que Téquation y^=g{^x) représente 
la ligne polygonale que nous venons de former et toutes celles 
que l'on obtient à partir de celle-ci par une translation parallèle 
à Ooret égaleà/i(c — a)(n entier positif ou négatif quelconque). 
La fonction g{x) coïncidera avec ^{x) entre a et 6; elle sera de 
plus uniforme, continue et périodique. Soit 2(0 = (c — a), la 
période. On pourra appliquer la formule (i) et en particulier 
prendre/? assez grand pour que Ton ait entre a et 6 



^( 






CCS 



nizx 



u> 



bn sin 






% 

) 



Les expressions cos 



mzx 



<- 

•2 



lu 



sm 



mzx 



sont des fonctions entières 



de j;; on peut donc prendre dans leurs développements suivant 
les puissances croissantes de x un nombre de termes assez grand 
pour que les polynômes obtenus en diffèrent aussi peu que Ton 
veut. Par conséquent, puisquMl n'entre dans notre inégalité qu'un 
nombre fini p de ces expressions, on pourra trouver un po- 
lynôme P(x) tel que Ton ait, 



^o-f- > { an cos h 6/tSin I — ï (a?) 

n = l 



< - 

'À 



Et, puisque g{x)^o{x) entre a et 6, on aura dans cet inter- 
valle 

o{x) — Vix)\<t, 



Nous avons démontré en passant qu'on peut représenter une 
ligne polygonale (et par conséquent une fonction continue quel- 
conque) au moyen d'une suite finie de Fourier 



21 mzx , . /iTT.rl 
«,» COS h bfi sin 



avec une approximation donnée à l'avance dans un intervalle fini 
déterminé. 

Méthodes élémentaires, — Soient 



a?0 — a, X\f Xfj ...} ^/i— ij ^n — b 
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les abscisses des somniels de la ligne polygonale ^i' = ç(^)- ?(<^) 
est une certaine fonction continue et uniforme entre a et 6, dont 
on peut écrire ainsi Texpression 



t:=.i 



cv-r» = ?ivJ^' — V[0|_|(x> — ç,(x.Jaix — Xi), 



* = i 



en désignant par ^iyJt} la fonction du premier degré qui coiocide 
avec ^v**^ entre x,_i et Xi et par 3t(x) une fonctioD égale à o 
(H>ur X r^ o* à 1 pour or -< o et finie pour x = o. On a 



•*i •'4 — 1 



Supposons que Ton ait pu former une fonction conûnae ^< Jr) 
qui approche de x^x^ autant que Ton veut sauf peut-être pour x = o 
où elle r^sto finie. Alors la fonction continue ^^x^ oblenoc en 
rvmplai^4Ut dans IVxpression de ç x'-. at?x — x/» par 5/x — X/), 
diâféne^ra aussi peu que Ton veut de -z x '. Et si la fonction 3a'x » a 
une forme auaKuque simple, il en sera de même de ^\X>^. Seale- 
ment« (H>ur que ce raisonnement soit exacl« il faadrail qne l'on eût 



$ etJint un nombre donne à Favance . cette inéisalitê écaot vérifiée 
qaeis qu^ s^^ienS x «rî x. dans tout TinterraUe a. fr;. saaf peut- 
tf<nf pK>ar x ^= x,, C e>:-jt^iîre que Ton ^tc 

vXJkî^s Tialer* JLl.< fe-\ — '-■ — - • '' — * ' ^yiaf peut-êtrf p»:-«rx =o. 
iV v^rci ersiî r3apoc?c>:î^e. p^ifs^yte i x ■?>: coatccve et q«e Torscâl* 
izioa i^ i r ^^ îv-f eî ^caltf a l. Maès :t safltî ^rn^ llMcalÂti^ i 
j^ ; 1:<'j: fît i-i^ivxrs i xx otf c^jl::* :3L:er* jl".-? — ^ , — ?• * qia*o« pùs^Sie 
r:fa>ir^ Ai;ss: v«fî:: 4:fr? l\'c: x-f-i:. Ex -eiifC* s; i x ^11 estnc d 

ia i»i'i-*o iiî-s ui;fîr*'jù^«;î< r. — *- -. — ": . L'' i t^r- 7«urt. Ija fr 
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dans l'intervalle (xi — r,, Xi-\-7\)j el par conséquent, on aura, 
dans cet intervalle 

\o(x) — ^(x)\ <Ne-i-aAiMe, 

en supposant |a(^) — P(j?)|<;N lorsque x varie entre a — b 
et 6 — a. 

On aura ainsi (en prenant e el 7) assez petits, les nombres /i, 
N, M étant fixes) une approximation aussi grande que Ton voudra 
dans tout l'intervalle. 

M. Runge appliquait ces considérations en prenant pour ^{x) 
la fonction rationnelle 



(.r) = 



I -H(l -^ X) 



tu 



OÙ n est un certain nombre entier. Cette fonction continue de x 
tend vers a(j?) pour Oyé:\x\<^\^ lorsque n croît indéfiniment. 
C'est-à-dire qu'en prenant n assez grand, on aura 

en dehors d'un certain intervalle ( — -Tj, -+- t.) (aussi petit que l'on 
veut quand n croît), et d'autre part ,8(x) reste fini. 

Dans le cas où (6 — a) ne serait pas inférieur à i , on pourrait 

remplacer ^{x) par p , r \, par exemple, pour ramener à 

ce cas. 

En utilisant une fonction rationnelle continue pour ^{x)^ 
M. Runge montrait seulement qu'on peut trouver une fonction 
rationnelle conlmwe aussi approchée que l'on veut d'une fonction 
continue donnée. Mais il a donné autre part (*) des méthodes, 
pour passer du cas de la fraction rationnelle à celui d'un polynôme. 

M. Miltag-Leffler a proposé de prendre pour la fonction ^{x) 
l'expression 

Cette fonction est une fonction entière de x qui tend vers ^{x) 
lorsque Ton a Oyé\x\<^\. La fonction i^{x) obtenue en rem- 

( * ) RcNQE, Acta Matematica, 1884, p. 336. 
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plaçant dans s, Z' x) par S x- y\ ' l* — /? • est inférieur à i et 

par SI — -z L par exemple, dans le cas conlraire, sera une 

fonction entière approchée de ^. D'ailleurs, en prenant dans son 
dé%'eloppenient un nombre de lermes assez grand^ on pourra la 
remplacer par un polrnome. 

On peut encore opérer ainsi : considérons l'expression 

x[.-:iT.x.!. 

C'est une fonction continue t* • <lex, qui reste évidemment égale à 
la valeur absolue de x. A l'exemple de Caucliv, nous pourrons la 

désigner p^ir \ x^. Pour avoir une fonction approchée de ^{x)^ il 
suffit de l'obtenir pour ^ x'-. Or M. Lebesgue observe que Ton 

peut développer \'x^. On a 

r-; I ' '3 , 1.3.5 , 

1 '2.4 a.|.b 

en p«isant z -=. x- — i et la série du second membre convei^e 
pour j^ <; I C^). Elle converge même aussi pour ^ = n i, par suite 
elle converge absolument et uniformément pour — iS^^i. Dés 
lors, la série en x obtenue en v remplaçant z par x- — i converge 
uniformément entre — i et — i . Si donc, on prend un assez grand 
nombre de termes, on formera un polvnome P(j^) tel que Ton ait 

s T- — F*(x» <• entre — i et — i. 

L'équation 

^= P. J-» 

représente donc, à moins de s près, un angle droit dont les côtés 
sont limités ;k savoir la droite |-= — x, dans l'intervalle — i 5x5o 
et la droite y = x dans l'intervalle oSxSx, On en conclut immé- 
diatement que. en choisissant convenablement les constantes m, 



(^ ) Le fait que cette foDctioo est continue rend la mélhode de M. Lebesgae 
plu4 simple dan« son principe que celle de M. Runge et de M. Mittag-Leffler. 

(') l\ e*t a^sez curieux de remarquer que la formule précédente se troave, à 
titre d'exercice sur les séries, dans le Traité de calcul différentiel et intégral 
de Joseph Bertrand. Mais Bertrand était très éloigné dVn déduire les consé- 
quences qu*en a tirées M. Lebesgue. 
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^^ P'i 7? ''> l'équation 

y = mx -H n -{- p ,V {q X -f- r) 

représentera, à moins Ae pt près, un angle quelconque à côtés 
limités. En ajoutant entre elles un nombre suffisant d'expressions 
de ce genre, on peut, par suite, représenter une ligne polj^gonale 
quelconque, à moins de e' près, t' étant donné d'avance. 

On peut aussi, de la méthode de M. Lebesgue, déduire une 
expression de a(j:), ce qui la rapproche de la méthode de 
M. Ilunge, mais en diminue la simplicité. On peut y arriver de 
bien des manières; la plus simple paraît être la suivante; on peut 
poser 

_1 

et remplacer (x^) * par uu développement analogue à celui de 

M. Lebesgue pour (^x'^^'y '^ multiplication de chaque terme par ; 

assure la convergence pour a: == o. 

Nous ne développerons pus les méthodes de M. Painlevé, pour 
les fonctions réelles anal}'tiques, qui se trouvent exposées dans la 
JVote I. 

EXTENSION AUX FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 

11 y a lieu de faire une distinction entre les fonctions conti- 
nues par rapport à l'ensemble des variables et celles qui sont con- 
tinues par rapport à chaque variable séparément. 

L'ensemble des premières comprend l'ensemble des secondes; 
mais on peut former des exemples qui montrent que ces deux 
ensembles ne coïncident pas. Ainsi, prenons la fonction qui est 

égale à ^^ ^ lorsque x Qiy ne sont pas tous deux nuls et qui est 

nulle dans le cas contraire. Elle est évidemment continue par 
rapport à x et j^ séparément; cependant, elle ne tend pas vers o, 
lorsque le point i^x^ y) tend vers l'origine sur la droite x^=y. 
Plus généralement, considérons la fonction nulle à l'origine et 
aux points de coordonnées rationnelles et qui, aux autres points. 
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est égale à 

y y y y e-,p>+,.+,..+,., \ il v */ 



p=i — « q =: — «e r = — «0 s = — 00 



('-ir -(--'.)• 



Elle est continue par rapport à x et y séparément et cependant 
elle est discontinue par rapport h Tensemble des variables en une 
infinité de points dans un domaine aussi petit que l'on veut(*).' 

Nous ne nous occuperons que des fonctions continues par 
rapport à l'ensemble des variables. 

Weierstrass avait donné dans son cours l'extension de son théo- 
rème en employant l'intégrale 

^(Xif Xi, . . ., Xni A) 

I — -p j I . . . / /("i, "t, . . . , Un)e V ^ / Va/ du^ , , , du, 

M. Mittag-Leffler se sert des résultats acquis pour les fonctions 
d'une variable. Soit, par exemple, la fonction z=^/(Xy y) con- 
tinue par rapport à Tensemble des variables dans le domaine D 

Soient 

des nombres fixes, indépendants de y; on peut les choisir de 
façon que la ligne polygonale : 5 = o(j;, Y) du plan ^ = Y, 
inscrite dans la courbe z=/{Xj Y) aux points d'abscisses Xi 
diffère aussi peu que l'on veut de celle-ci, V approximation e 
restant indépendante de Y entre A et B. 

Or, d'après les méthodes que nous avons données, la fonction 



t =:.n 



0(X,Y)=^1{X, \)-T-^[^i^i(x, \) — Oi{x,\)\0L(x—Xi) 



I = 1 



(') Cet exemple est une généralisation du précédent obtenue à l'aide da prin- 
cipe de condensation des singularités. Voir Hànkel, Untersuchungen ilber 
die unendlich oft unstetigen und oscillirenden Functionen, Tubingen,.i87o.' 
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peut être représentée par le polynôme en x 



t — n 



ç(T, Y) = ç>,(ar, Y) -+- 2 [?'+i(^. ^)- ?'(ar. Y)]p(x -x/). 



I = X 



OÙ P(j:^) est un polynôme tel que l'on ait 

|a(a:)-P(a^)|<u), 

quel que soit x dans un certain intervalle. 

Par conséquent ©(^, Y) représenley*(jr, Y) avec une approxi- 
mation Ti indépendante de Y. Or le polynôme en Xy <p(^, Y) a 
pour coefGcients des fonctions continues de Y que l'on peut 
représenter avec telle approximation que l'on voudra. Par suite, 
on peut trouver un polynôme en x et en y qui diffère def{x^y) 
dUine quantité, constante dans D et qu^on peut prendre à 
V avance aussi petite que l'on veut. 

M. Lebesgue généralise directement les méthodes élémentaires 
employées pour les fonctions d'une variable. Dans le cas d'une 
fonction de deux variables, par exemple, il remplace la sur- 
face z=/{x,y) par une surface formée de morceaux de para- 
boloïdes. 

Supposons q«ey(j:r, j^) soit continue par rapport à l'ensemble 
de ses variables, dans le domaine D 

On peut trouver un nombre S tel que l'oscillation de y* soit plus 
petite qu'une quantité positive donnée e, lorsque le point (x^y) 
varie dans un rectangle de côté plus petit que 6. 

Divisons le domaine D en rectangles de côtés plus petits que o 
au moyen des droites 

•J7 =^ d ^-^ 3/Qj X ^^ X\ j . • . ) X ^s X fi ^= O^ 

r=^=.ro» y=yu ..., y=yp = ^^ 

et soit Zi^k la valeur de /(x,, yk). Désignons de plus par 
z = ©i^a(^, y) l'équation du paraboloïde qui passe par le quadri- 
latère ayant pour sommets les points de la surface z =/(x^y) 
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qui se projettent aux points 

Ces projections sont les sommets d'un rectangle Q*i^k dans lequel 

on a 

\^t,k{oc, y ) -- f{x, y)\ <t. 

Car les cotes des points du paraboloïde sont comprises entre la 
plus grande et la plus petite des valeurs 5/,a, -5/+,,a, -i,a+i, 5/+i,a+i 
lesquelles dilTèrent entre elles de moins de e. 

Si o{Xjy) est la fonction qui coïncide avec ^i,k{^y y) dans le 
carré C/,* (/ = o, . . . , n — i ; A* = o, ...,/? — i), on aura dans 
tout le domaine D 

Nous sommes donc ramenés à trouver un polynôme qui approche 
de c(j:, y)^ Or, on peut remarquer que l'équation 

z = /x' ^y^ -h X >Jy^ H- y y/î^ -+- xy 

représente zéro si l'une au moins des variables x o\x y est négative, 
et un morceau de paraboloïde si or et j^ sont positifs; or on peut, 
suivant la méthode de M. Lebesgue, avoir de celte expression un 
développement approché pour les valeurs de x ^\.y dont la valeur 
absolue est inférieure à un. En eflTectuant une transformation 
linéaire sur x^ y ^\. z séparément, on peut obtenir, à moins de e 
près, un morceau quelconque de paraboloïde et, en ajoutant un 
nombre limité d'expressions de ce genre, on obtient ?(^î^) avec 
une approximation donnée d'avance. 

On pourrait aussi observer que l'équation de la surface 

z =^^{x,y) 

peut s'écrire 

- = J^ 2^ [a(;F — ar/+,)— «(j: — a-/)] 

( = A = 

Car le produit des deux crochets est égal à i dans le carré C/j^ 
et nul en dehors, si l'on désigne comme auparavant par a(^) une 
fonction de x nulle pour a: > o et égale à i pour ^ < o. 
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Or y/,A(^> JK) est un polynôme qui est du premier degré sépa- 
rément par rapport à ^ et par rapport à y. Par suite, un raison- 
nement analogue à celui que nous avons fait pour le cas d'une 
variable nous montre que nous aurons un polynôme approché de 
o(a;,jK) en remplaçant a(j:) par un polynôme P(^) approché en 
dehors d'un intervalle — t^, + vj aussi petit que l'on veut. 

Dans ce qui précède, nous avons supposé la fonction y*(^, ^) 
définie et continue dans un certain rectangle. Si, au lieu d'un rec- 
tangle, on avait un domaine fermé D, d'un seul tenant ou non, 
il suffirait de remplacer la fonction / par une fonction continue 
dans un rectangle contenant D et qui coïncide avec y dans D. Cela 
est évidemment possible d'une infinité de manières. 

On voit donc qu'o/i peut représenter toute fonction, con- 
tinue par rapport à V ensemble de ses variables dans un do- 
maine D fermé, par une série de polynômes qui converge uni- 
formément et absolument dans D. 

Une conséquence immédiate du théorème de VVeicrstrass est 
la suivante : Etant donnée une série de fonctions continues, 

f{x) = Wi(ar)-H i/2(ir)H-..., 

convergente dans un intervalle (a, 6), on peut toujours 
mettre f{x) sous la forme d'une série de polynômes qui con- 
verge dans le même intervalle. Et si la première série est uni- 
formément convergente, on pourra supposer qu'il en est ainsi 
pour la série de polynômes (* ). 

En effet, quel que soit p on pourra former un polynôme Q^ tel 
que l'on ait 

entre a cl b. Par conséquent, Q/?(^) tend vers la limite f{x) 
de ^p{x) lorque p croît indéfiniment (quel que soit x entre a 
et b). Par suite, la série de polynômes 

Q 1 -^ ( Q 1 — Q I ) -H . . . 4- ( Q „ - Q « _ , ) H- . . . 
converge vers f{x) entre a et b. Elle y converge uniformément 

( ' ) La généralisation au cas de n variables est immédiate. 

E. B. 5 
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sMl en est ainsi pour la série donnée; car on aura entre a et b 

\/{x)--qp(x)\^\/(x)^Sp(x)\-^\Sp{x)--Qp(x)\<z, 

en prenant/? assez grand. 

On sait d'ailleurs que, étant donnée une série uniformément 
convergente, on peut toujours, en groupant convenablement les 
termes, la transformer en une série absolument et uniformé- 
ment convergente (*). On pourra donc s'arranger pour que la 
série de polynômes converge absolument et uniformément. 

Lorsqu'on cherche un polynôme approchant d'une fonction 
continue déterminée, il y a intérêt à obtenir, pour une approxi- 
mation donnée^ le polynôme le plus simple possible, par exemple 
du plus petit degré. Mais le résultat dépendra évidemment de la 
plus ou moins grande continuité de la fonction donnée y(x). 

Ainsi, lorsqu'on remplacera la courbe ^' =y*(j:) par la ligne 
polygonale y =: ç(j7), il faudra, si Ton veut avoir une approxi- 
mation e, découper l'intervalle («, b) en intervalles de longueurs 
plus petites que 8, o étant tel que l'inégalité 

k'— ^"1 = 

entraine 

\f(x')-f{x')\U 

entre a et b. Pour une valeur déterminée de e, on peut prendre 
pour la plus petite valeur possible. On déterminera ainsi une 
fonction o = o(e) qui tend vers zéro avec e. Et Ton voit que la 
ligne polygonale sera d'autant plus simple pour une valeur donnée 
de e que la fonction ^ (e) décroîtra plus vite avec e. On peut dire 
que la décroissance de 'f(e) près dee = o mesure la continuité 
de/{x) entre a et b. Ainsi, par exemple, si la fonction est déri- 
vable entre a et 6 et si sa dérivée est bornée, on a y(e)^Ae, 
A étant un nombre positif fixe. 

Représentation des fonctions dérivables. 

En particulier^ considérons une fonction f{oc) qui ait une 
dérivée y^ continue entre a et 6. On peut se demander s'il est 

(') Voir, par exemple, Borbl, Acta MathemeUicOy t. XXIV, p. 3S5. 
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possible de la représenter par une série de polynômes telle que 
celle série el la série des dérivées convergent uniformément 
vers/(^) ei/'{x) entre a et b. La réponse est affirmative (Pain- 
levé, Comptes rendus, 7 février 1898). En effet, on pourra trouver 
un polynôme Q/i(^), tel que Ton ait 

I/'(^)-Q,i(^)|< J;- 
Mais alors, on aura 



|/(ar)-P«(^)| 



n 



en posant 

P„(a7)= f Q;t(ar)é/a: -+-/(«). 
Par suite, on a 

Q«(^) = p;,(^) 

et les deux séries 

p'i + (Pi- ï"; ) +. . .-H (p;*- p;.-i) -H. . ., 

convergent absolument el uniformément versy(j:r) et/^ entre a 
cl b. 

Cette méthode s^étend immédiatement au cas où la fonction 
admet des dérivées continues jusqu'à un ordre fini déterminé. 

Supposons même qu'elle admette des dérivées de tous les 
ordres. 

On déterminera pour chaque valeur de n un polynôme Q/i(x) 
tel que Ton ait entre a el b 

Puis, en choisissant convenablement les constantes d'intégra- 
tion, on pourra former un polynôme Pn{^) dont Q»(x) soit la 
dérivée d'ordre n et tel que 

|/(p)(a:)-.Pif)(a:)|<£„(6-a)«-/' (/> = o, i, ...,/i). 

Si par exemple (6 — a) est supérieur à i, on pourra prendre 



^^ 71(6 — a)'* 
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et alors la série cherchée sera 

Pi -H (P,- Pi ) -+-. . .-H ( P«- P«-,) -4-. . .. 

Car cette série (ainsi que toutes les séries des dérivées) est une 
série de polynômes qui converge uniformément et absolument 
entre a et 6 vers f{x) [ou vers les dérivées correspondantes 
de/(x)]. 

L'inconvénient d'un tel développement est de ne pas mettre en 
évidence les propriétés de dérivabilitédey*(a:). Car on ne connaît 
pas les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une série de 
polynômes puisse être dérivée terme à terme. 

C'est pourquoi nous allons donner un développement en série 
de fonctions transcendantes simples qui ne présente pas l'incon- 
vénient indiqué. 

Étant donnée une fonction f{x) qui admet des dérivées 
continues de tous les ordres entre — i e/ + i , on peut la repré- 
senter par un développement en série tel que 

(2) ^ (Aitx^M- B^cosA'îrar H- Ca sinAritx) 

et les dérivées de f{x) seront représentées par les séries des 
dérivées correspondantes des ternies de cette série. Toutes les 
séries ainsi obtenues convergent uniformément entre — 1 
et -\-i. 

Remarquons d'abord que, étant donné a priori un développe- 
ment de la forme (?.), on connaît la condition nécessaire et suffi- 
sante pour qu'il converge entre — i et + i ainsi que toutes les 
séries des dérivées. 

En eficl, si la série des dérivées m*^*"*'^ 

V \kik — i) . . . (A — m -f- \)XkX»^-\- hk^kr.)"^ cos (^kr.x -+- '" ^ ) 

4- Ga(/i7:)'" sin IkTzx -h m — M 

converge entre — i cl + 1 , elle converge en ])arlicuHer pour j: = o. 
Or, en prenant par exemple m = un, on voit que le terme gé- 
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néral se réduit à ( — i)" 8^(^11)2'' pour x = o. Par conséquent, 
Bf^k^" tend vers zéro lorsque /c croît indéfiniment, quel que soit a:; 
alors il en est de même pour B/^k"^ quel que soit l'entier m. 
De même, en considérant le terme général pour 

r = o, /n = a/i-Hi, 

on est amené à conclure que C^A:'^ tend vers zéro quel que soit m. 
Dès lors la série 

^{x) = V Bk(k'K)»^cos(ki:X'i-/n 7) -H Cjic(kTzy s'in (kizx -{- ni-j\ 

est uniformément convergente quel que soit x. Il faut donc que 
la série restante soit convergente entre — i et +1 et par suite 
que Aj^k"^ tende vers zéro quel que soit m. 

Il est donc nécessaire que les expressions AaA:'", B^A''", C^k'" 
tendent vers zéro, quel que soit m, pour que la série considérée 
soit convergente entre — i et -|- i. Cette condition est d'ailleurs 
suffisante et, si elle est vérifiée, la série est la somme d'une fonc- 
tion périodique de période égale à 2 et d'une fonction holomorphe 
entre — i et + i. 

Démontrons mainlenantle théorème que nous avions en vue (*). 
Pour cela, observons que le cas où /(x) serait une fonction indé- 
finiment dérivable et périodique (de période égale à 2) se traite 
immédiatement. En effet, y(^) étant continue, périodique et indé- 
finiment dérivable peut se développer en série de Fourier 

J'(x) = ^(BjicCoskTzx •+- C^sinA:icar), 

uniformément convergente quel que soit x. On sait de plus que 
ses dérivées peuvent être représentées respectivement par les 
séries uniformément convergentes composées des dérivées des 
termes du second membre.- 

Supposons que la fonction f{x), sans être périodique, sans 
même être nécessairement définie en dehors de l'intervalle 



(*) Voir E. BoREL, ThèsCy page 29. Il est à peine utile de faire observer qu'on 
passe immédiatement au cas d'un intervalle quelconque par un simple change- 
ment de variable. Pour l'extension au cas de deux variables, voir E. Borel, Sur 
le* fonctions de deux variables réelles {Annales de l'École Normale , 1896). 
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( — 1 , 4- I ), soît telle que l'on ait 

quel que soit/?, en appelant y^^^( — i) la dérivée d'ordre p à 
droite de — i et/^/'^(4- i) la dérivée d'ordre/? à gauche de + i. 

Dans ces conditions, nous pourrons former une fonction pério- 
dique ç(^), de période égale à 2, qui coïncide avec/(:r) entre — i 
et 4- I et qui est partout indéfiniment dérivable. Alors on pourra 
répéter ce qui précède sur la fonction ^{x) quel que soit x et ce 
sera vrai en particulier poury*(;r) entre — i et + \» 

Pour arriver maintenant au cas général, il nous suffira de 
montrer qu'on peut retrancher d'une fonction f{x) (supposée 
seulement dérivable à l'infini entre — 1 et -|- i) une série 

uniformément convergente entre — i et -î- i ainsi que toutes ses 
dérivées, de façon que la différence 

satisfasse aux égalités 

4^(/')(— i) = 4.(/')(-Hi) 

quel que soit/?. 

Il faut pour cela que l'on ait l'égalité 

où le second membre est une constante connue C;,. 

Pour déterminer la fonction 7 (^) par ces égalités, écrivons-la 

sous la forme 

y(a:) = G(ir»)-+-arH(;r*). 

On aura en dérivant successivement cette égalité 

2H(i) = Co, 
4G'(i).= C„ 

8ir(i) = C,— i9.H'(i), 
(3) '^ 

9î/i4-iH(îfJ(i) =C,p H-unefonciiondeH'(i),H'"(i), ...,H(«/'-»î(i), 
2îp-HîG(îP+i)(i)= C,,,^, -+- une fonction de G(i ), G' (i), .. ., G^^p''{i\ 

Par suite, si l'on se donne arbitrairement pour / = i les dérivées 
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d'ordre pair de G(/) et celles d'ordre impair de H(/), les autres 
seront déterminées successivement et d'une seule façon par ces 
égalités. En résumé, on peut trouver une infinité de systèmes de 
solutions des équations (3) : 

G(i)=^o, G'(i) = 5'i, '". G^P^i) = ^,,, 
H(i) = /jo, H'(i) = A,, ..., H^P^(i) = hpy 

Il s'agit maintenant de déterminer les fonctions G et H au 
moyen de ces égalités. Considérons, par exemple, les équations 
relatives à la fonction G : le problème sera résolu si la série 



» = -+-«0 



(4) 2 



(t-i)p 



'^ p\ 

/» = ! 

est convergente dans un cercle de rayon supérieur à 2. En effet, 
on pourra la développer à l'origine en une série de Mac-Laurin : 

^aa/" dont le rayon de convergencç sera supérieur à i. Alors la 

fonction \^a„j?^'* sera bien une fonction G{x^) uniformément 

convergente entre — î e^ + i et telle que G^^^(i)=^;,. 

Mais, dans le cas général, non seulement la série (4) n'aura pas 
un rayon de convergence supérieur à 2, mais il arrivera que ce 
rayon sera nul, la fonction Q{x^) n'étant pas régulière au 
point + I . 

Pour traiter ce cas, nous ferons voir qu'il suffit de vérifier nos 
égalités avec une certaine approximation pour pouvoir résoudre 
le problème. En effet, supposons qu'on ail trouvé une fonction 

U(^)=2wrt —y dont le rayon de convergence soit supérieur ou 

égal à un et telle que l'on ait, non pas U^^^ (!) = §•;,, mais simple- 
ment 

\\^-^pK^)-gp\<K 

A étant un nombre fixe indépendant de t. Alors, posons 

lp=.gp-\5^P\x) 
et considérons la série 
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Puisque |/^j <[ A, celle série est une fonction entière de ^ el, 
par conséquent, la fonction analytique U(/)-|-L(^) a un rayon 
de convergence au point / = o supérieur ou égal à i; d'autre part, 
on aura évidemment 

par suite, on peut prendre pour G la fonction U + L. 

Il s'agit donc de résoudre le système d'inégalités du premier 
degré en nombre infini avec une infinité d'inconnues 

I Mo 4- ï^l -r- Mj -4- Ms -^ . . • -H W/l -f- • • • — ^0 ! < A , 

1 9, Mj -+- f) M3 -f- . . . -f- n ( n — i) u„ -f- . . . - ^j I < A, 



Pour cela, considérons une série divergente à termes positifs 

décroissants 

iTo -H ari -h iCj -T- . . . 4- Xfi -f- . . . , 

telle que Xn reste inférieur à un nombre fixe B et que la série 

Xi X* Xn 

1 ^ H-...H h... 

I 2 n 

soit convergente. (On pourrait prendre, par exemple, la série 

harmonique a:n= -•) 

D'après nos hypothèses sur les Xi, il sera possible de trouver 
un entier /i© = 0, tel que Ton ait 

Prenons alors |wo| = :ro, ..., |''/ioI =^/io» '^^ signes des quan- 
tités Uot . . ., ii„^ étant identiques à celui de go. 

On aura 

Mo -^...-4- u„^—ffo\ <B. 



Déterminons ensuite un nombre /i,^/io-i- i tel que l'on ait 

|^/i.+i-H...H-ar„, — 1^; il <B, 
en posant 
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Nous prendrons 

les signes des u étant celui de g\\ on aura donc 

Et ainsi de suite; ayant déterminé «/©> •••^ "/i > o" déterminera 
un nombre /i/>+i = /ip-f- 1 ? tel que l'on ait 



avec 

Et Ton prendra 

( /Ip -f- 1 ) . . . (/l/i — /> -+- 2) I Un^H-l I = ^Tn^-i-l, . . . , 

(ce qui est possible, car rip est supérieur ou égal k p -{- \), en choi- 
sissant le signe de ^' , pour signe de m„ _,_i, • • -7 W/i„^,- 
D'où 

|(np-+- i)...(/ip — /? -4- y.)"/i^+i -+-••• 

En opérant ainsi indéfiniment, on déterminera tous les u. 
Or, on aura, en supposant |8| = i, 






La quantité entre crochets est plus petite que la somme de la 

série convergente ~ 4- ~ 4- . . . . 

Par suite, la valeur absolue du premier membre est inférieure 
àB + S. 

De même, on a en général, avec [0^|$i, 
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Comme les Xi vont en décroissant, la quantité entre crochets 

est inférieure à la somme des termes de la série 51 ~ ^ partir du 

terme de rang/i^^, — p 4- i, et par conséquent inférieure à S. 

Le premier membre est donc inférieur en valeur absolue à B -h S 
quel que soit/> : nous avons bien un système de solution de nos 
inégalités (en prenant pour A le nombre B -f- S). Le théorème est 
ainsi établi. J^a démonstration prouve, d'ailleurs, que l'on pourra 
former une infinité de développements de la même espèce que 
celui que nous avions en vue. 



MÉTHODES d'interpolation. 



Formule d'interpolation de Lagrange. — Considérons une 
fonction /(j:) dont on connaît les valeurs C|, Ca, ••., Cn pour 
les abscisses x^^ x^^ . • • , ^n. La formule de Lagrange permet de 
déterminer un polynôme de degré n — i qui prend les mêmes 
valeurs C| , Ca, . . . , Cn pour x = ar^ , Xa , • . . , x,, : 



i = n 



i./ "V {0P — Xx){X — Xi).,, (T — Ti^i)(x Xl^i) , . , (X — X„) 

^ {Xi — Xi^iXi — Xi) . . . {Xi'—Xi-i){Xi — Xi^i) . . . (Xi — Xn) 



1 = 1 



On serait tenté de croire que le polynôme P(x) sera d^autant 
plus approché de /(^) que n est plus ^rand ; car n est le nombre 
de points communs aux deux courbes y = f(^x) eiy = P(j?). En 
fait, c'est ce qu'on suppose souvent en Physique, lorsqu'on exprime 
approximativement la loi d'un phénomène au moyen d'un nombre 
fini d'expériences par une relation de la forme j^= P(^) où P(^) 
est un polynôme (par exemple dans l'étude des dilatations). 

Si cette méthode était rigoureuse, on aurait là un nouveau 
moyen de développer une fonction en série de polynômes, et par 

un procédé très simple. Car P(^) est de la forme ^c/Pij(j!:) où 

les polynômes Ki(x) sont indépendants de la fonction /{x) con- 
sidérée et peuvent être calculés une fois pour toutes. 

11 y a donc lieu de rechercher si l'approximation augmente avec n. 
Nous allons donner un exemple où c'est le contraire qui a lieu. 
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Nous montrerons ainsi que lajormule dUnterpolation de La- 
grange ne peut pas conduire au théorème de Weierstrass (*). 

Considérons d^abord une fonction qui soit nulle aux points 
d'abscisses 

— (w — I) — {m — 51 ) I 3 4 

m m m ni m 

et qui soit égale à — pour Tabscisse — • La formule d'interpola- 
tion de Lagrange fournira un polynôme P;;,(^) prenant les mêmes 
valeurs aux mêmes points 

(x-¥-i)(ûr-^ ^^ ) "- X. (x )(x ) Ix — — ) • . • (a? — I) 

\m J \ni m J m \m mj\m m/\m m/ \m / 



m 



I 7, 
y O, — > > •••> I 

ni m 



Supposons maintenant que m soit impair : m = 2(7 + i. Quel 
que soit l'entier q, le point d'abscisse - sera le milieu de l'un des 
9, m intervalles égaux séparés par les points d'abscisses 

- -(^> ■ 

Considérons alors le polynôme P,n(x) sans nous préoccuper 



(') Cet important résultat, que je croyais nouveau lorsque je Tai donné dans 
mon Cours, avait été obtenu antérieurement par M. Runge. J'ai eu connaissance 
des travaux de M. Runge sur ce sujet par une communication que M. Mittag- 
Leffler a bien voulu me faire, au 3* Congrès international des Mathématiciens à 
Heidelberg, le 9 août 1904. M. Mittag^Leffler m'a appris de plus que, pour donner 
aux beaux travaux de M. Runge sur ce sujet une publicité en rapport avec leur 
importance, il en publierait prochainement une traduction française dans les 
Acta Mathematica, Le Mémoire original de M. Runge : Ueber empirische Funk- 
tionen und die Interpolation zwischen àquidistanten Ordinaten, a paru dans 
la Zeitschrift fiir Math, und Physik (t. XLVI, 1901, p. 229). M. Hunge a 
expose une partie de ses résultats dans un Livre à l'usage des ingénieurs : Théorie 
und Praxis der Beihen ( Sammlung Schubert^ Gôsschen'sche Verlaigsbuch- 
handlung, Leipzig, 190'f). Parmi les beaux résultats obtenus par M. Runge, je 
citerai seulement le suivant : si l'on calcule la formule de Lagrange, pour la 

fonction j dans l'intervalle — 5, -+-5, on obtient un résultat qui converge 

I ~T~ X 

dans l'intervalle compris entre ± 3,63, mais qui diverge en dehors de cet inter- 
valle. On voit que cet exemple est bien plus simple que celui du texte. Je brois 
devoir cependant maintenir ce dernier, car le mode de démonstration employé me 
parait de nature à pouvoir rendre des services dans bien des questions analogues. 
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pour le moment de la fonction qui lui a donné naissance. Nous 
allons montrer qu'on peut déterminer un nombre A* tel que l'iné- 
galité ni >> k entraîne 

P„.(1)|>A. 

A étant une quantité quelconque donnée à l'avance (* ). 
En effet, on peut écrire 

'■(01 

ni{m — i) f 3.5. ..m 1' (m -+- a)(m -f- 4'» . . . (a/H -+- 1) 



[ 3.5. . . m 1 * {m- 
2.i...(m — i)J ( 



( /n -f- I ) ( wî -h 2 ) L 2 . 4 . . . ( m — I ) J ( //i -h I ) ( /Il -h 3 ) . . . •;► //i 

I 2 /n -f- 3 2 m -I- ) 3 /?î -4- 2 



X 



/n(m — 2)(3/H-i-i) /?i -H I 7/1 -f- 3 im 



La première ligne du second membre est supérieure à 

; ^^ — : — r qui tend vers i lorsque m croît indéfiniment. Pai^ 

(/w -h i)(/?i-+- a) ^ * 

conséquent elle sera supérieure à - pour m >- A, si h est assez 
grand. D'autre part, on a 

im-k-Z 2/nH-5 ^3m-h2^3 

> :- >.••> > -• 

m -h I m-k- j 2/11 2 

Par suite, on a pour m >> h 

3\"* 



m 



(1),.. (t) 



I 



2 m {m — 2 )( 3 /Il -h I) 



Le second membre croît indéfiniment avec m; on pourra donc 
déterminer k > A, tel que l'inégalité m'^ k entraîne 



m 



(0 



>A. 



Ceci étant, considérons une suite de courbes C|, C2, C3, . . •, 
définies de la façon suivante. La courbe C^, est une courbe con- 



(') Nous avons pris le point- pour simplifier, on pourrait raisonner de la 
même manière sur le point d'abscisse — > n étant un entier quelconque fixe. 
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tinue qui coïncide avec Ox en dehors de l'intervalle (ô-^> T~ ) ^^ 
qui a un maximum égal à 5— ^ au milieu de cel intervalle. 

On pourrait prendre, />ar exemple, dans cet intervalle, la courbe 

Nous allons, à Taide des courbes C^,, définir une courbe F; nous 
appellerons Up^r{^) le poljnome de Lagrange qui prend les 




mêmes valeurs que les ordonnées de la courbe F aux points 
d'abscisses (') : 

(^p—i) (3/' — a) 3/»— i 

Je vais montrer qu'on peut trouver une courbe F continue 
entre — i et 4- i , telle que la courbe y = Up^r{^) n'ait pas pour 
limite F lorsque p croît indéfiniment. Cela prouvera bien que la 
formule d'interpolation de Lagrange ne donne pas une approxi- 
mation croissant avec le degré du polynôme employé. 

Il suffit de montrer que l'on peut choisir F de manière que 

n^,rf -] ne tende pas vers le point de F d'abscisse -• Or, remar- 
quons que Ton a 

en employant les notations précédentes. On peut donc prendre 
un nombre A| de façon que l'on ait 



"''^«.-.(i) 



>2iV pour /? — i^/*i. 



(') On aurait un raisonnement analogue en divisant le segment —1,4-1 en 
intervalles de longueurs (2^ -Hi)''î Ç étant un entier quelconque fixe. 



-8 
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Deux cas pourront alors se présenter : ou bien 11^,^^ (-) ne 

tend pas vers zéro (ordonnée de C<, C2, •••, pour x = -U 

lorsque (Ai restant fixe) p croît indéfiniment et alors la propo- 
sition est démontrée en prenant pour F la courbe Qj ou bien 
alors on peut déterminer un nombre ri tel que l'on ait 

n/>.c,.(^)|< - pour;>>r,. 

Soit maintenant h.2 un nombre entier supérieur à Ai et r^. Consi- 
dérons la courbe C!| „ formée des sinusoïdes qui figurent dans Q^ 
et Cp_i(p — i^/ia) et de l'axe Ox dans le reste de Tinlervalle 

( — 1 , + 1 ). La courbe Cj „ sera continue ; son ordonnée en ^ = - 
sera nulle et l'on aura 



n,;.ci„= Hp.Cfc, -H n^,c-_, 



D'ailleurs, on a 

puisque 
et 



"«.(;)!< î 



p> hi> /'i 



n.,c,..(i)| 



>2A, 



puisque 
Donc 



A> — iâ/«î> ài. 



n.,c,,(î)|>'-A-J 

pour/? — I ^ Aj. 

Deux cas pourront alors se présenter : ou bien 11^, ^ ^ f - j ne tend 

pas vers zéro lorsque p croît indéfiniment et alors le théorème 
est démontré en prenant pour F la courbe C^a,, ou bien on pourra 
déterminer un nombre Ta tel que l'on ait 



(I \ I A 
2;|<it pour ;>>/•,. 



On prendra alors un nombre /ij supérieur à 7*2 et z^, et l'on for- 
mera une courbe C,^^ formée des sinusoïdes qui figurent dans C^^^, 
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Cf,^ elCp_i, (p — 1 = A3) et qui coïncide avecO^ dans le reste de 
rintervalle. Et l'on recommencera sur Cl „ le même raisonnement 
que sur G'^^. Alors, on voit que deux cas pourront se présenter. 
Ou bien, au bout d'un nombre fini n d'opérations, on trouvera 
une courbe C„^h^ continue entre — i et H- i d'ordonnée nulle 

en a: = - et telle que n^,c;fc ( ~ ) "^^ tende pas vers zéro lorsque n 

croît indéfiniment et alors le théorème sera démontré. Ou bien, 
la suite de courbes C'^^^^sera telle que l'on ait, quel que soit n, 



Uh. 



/i\I ^ A A A , 



La courbe Cn,A« est d'ailleurs formée de sinusoïdes qui figurent 
dans Ca,, C^,, . . . C^. et de Ox dans le reste de l'intervalle — i, 
-H i . Considérons alors la courbe F formée des sinusoïdes C^,, C^^^, 
Ca, • . - Ca„, • . ., et de Oj; dans le reste de l'intervalle ( — i -1- i). 
L'ordonnée ^ de F est une fonction de x évidemment continue 
pour Xyéo. Elle est aussi continue pour a: = o, car ^ = o 
pour X =: o et \y\ < \x\ dans tout l'intervalle. De plus, l'ordonnée 

de F est nulle pour ^ = -• 11 suffit donc, pour démontrer le théo- 

rème, de faire voir que 11^ p f - j ne tend par vers zéro lorsque p 

croît indéfiniment. Or ceci est bien évident, car, d'après la dis- 
position de la courbe F, on a 

quel que soit n. Par suite, l'expression 11^ p (- J ne peut tendre 

vers o (*) puisque sa valeur absolue reste supérieure à A pour une 
infinité de valeurs de p \ h\^ li^t • • • , A/i, • • • . 

Formule générale d* interpolation, — Nous allons maintenant 
montrer qu'on peut remplacer l'emploi de la formule de Lagrange 
par un autre procédé d'interpolation, à la vérité plus compliqué, 

(*) D'après la remarque que no.us avons faite, il y a même une infinité d'abs- 
cisses : — en lesquelles la courbe^ = Il p (x) ne tend pas Ters la^courbeT. 
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mais qui offre Tavanlage de fournir une approximation indéG- 
niment croissante. Pour préciser : on peut former, une fois 
pour toutes, des polynômes ^p,q{x) qui jouissent de la pro- 
priété suivante. Étant donnée une fonction f{x) définie et 
continue entre o et i , o/i a 

en posant 

et la série de polynômes qui représente f {x) converge unifor- 
mément entre o et i. 

En d^autres termes^ la connaissance des valeurs de la fonction 
continue pour les valeurs rationnelles de la variable permet 
d^écrire immédiatement les poljnomes d^approxiroalion, au 
moyen des polynômes Pp^ç(x), calculés une fois pour toutes 
indépendamment de toute. fonction particulière. 

Nous démontrerons ce résultat en introduisant les fonc- 
tions <fp^q (x) continues entre o et i, qui sont définies par les 
égalités suivantes (en supposant /^^^r) : 

{pp^^(x)=o, pour o s 37 5^- et pour ar^ ^- ; 

Op,q(s:)=-^q:r—p-hi, pour ill-î. < x^ ^; 

?P,q{^) = — ^^-^P'^^^ pour ^ <xitZLl. 

On déterminera ensuite les polynômes P;,,^ (x) de façon que Ton 
ait, entre o et i. 



Alors, on aura 



l?i.,7(^)-Pp.7(^)l<^ 



I 



Pp,7(^) = ?/^7(-^)-^^^p.7(^) avec|e^,^(A')l<'- 
D'où 

en posant 

p=q p=g 

p=0 p=0 
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Il me suffira de montrer que ^q el s^ tendent uniformément 
vers les limites /{x) et o lorsque q croît indéfîniment. Or |/(^)| 
est borné entre o et i. Soit |/(^)| < M, on aura 

Donc tq{^) tend uniformément vers zéro. 

D^autre part, soient x un point quelconque entre o et i , et </ un 
entier quelconque; on peut toujours trouver un nombre/?^ y, tel 
que Ton ait 



On a donc 



^^<T<P 



X = f 

9 



avec 

o^6<i, 

et 

?0,7=O, ..., Op_.i,q,= 0, 

D'où 



*v = (.-e)/(f)-e/(^) 



Or on peut prendre le nombre q assez grand pour que l'inéga- 
lité 

|x, — x.|<^ 

entraîne partout 

|/(a:,)-/(^,)|<ï 
et, par suite, 



1*7-/(^)1 = 



(.-e)[/(|)-/(.)]-o[/(^)-/(.)]|,c. 



Autrement dit, ^q(x) tend uniformément vers/(a:). 

Par suite llg(x) tend uniformément vers /{x) et la série 

converge uniformément versy(j:). 

Il est d'ailleurs clair que l'on pourrait, dans ce qui précède, 
E. B. 6 
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remplacer Tensemble des nombres rationnels par un ensemble 
dénombrable partout dense quelconque. L'extension à n variables 
est immédiate. 

Pour les applications, il serait très intéressant de calculer effec- 
tUenient les polynômes ^p,q{^x^ au moins pour les petites valeurs 
de /? et de </ (si l'on ne peut pas obtenir de formule générale). 
Pour faire ce calcul, on pourrait employer l'une quelconque des 
démonstrations du théorème de Weierstrass. On aurait ainsi des 
formules d^interpolation applicables à toute fonction continue 
avec un succès certain. On peut s'arranger de manière que ces 
formules soient dérivables, lorsque les dérivées existent. ( Voir 
une Communication de M. E. Borel, dans les Comptes rendus 
du 3*" Congrès international des Mathématiciens.) 

Méthode d'approximation de Tchebicheff (*). 

Les méthodes de représentation des fonctions par des séries de 
polynômes peuvent être comparées à celles qui permettent de 
représenter un nombre quelconque par la limite d'une suite de 
nombres rationnels. Dans cette dernière question, la considération 
des fractions continues permet d'obtenir une représentation uni- 
voque d'un nombre donné. De plus, en s'arrétant à une réduite 
quelconque, on obtient une fraction qui présente une approxima- 
tion supérieure à celle qui est donnée par toutes les fractions dont 
les termes ne sont pas plus simples. 

Un progrès analogue peut être obtenu, dans le problème qui 
nous occupe, par la méthode de Tchebicheff. Son objet est le sui- 
vant : étant donnée une fonction f(x) continue dans Cinter- 
Kcille (a, 6), chercher s'il existe un polynôme approché lV{x) 
donnant une approximation supérieure ii tous les polynômes 
de même degré n. 



(') Voir TcuEBicuEFF, Sur les questions de miniina qui se rattachent à la 
représentation approchée des fonctions ( Bulletin de la Société physico-mathé- 
matique de l'Académie impériale des Sciences de Saint-Pétersbourg y t. XVI^ 
i8j8, col. 1 45-1 49; Mémoires de l'Académie impériale des Sciences de Saint- 
Pétersbourg, t. 1\, iH'ig, p. 201-291). 

La mélhodc de Tchebicheff a été reprise et rendue rigoureuse par M. Paul 
KmcHERBERGEn, Inaugural-disscrtation : Ueber Tchebychefsche Annàhcrungs- 
methoden, Gottingcn, 1902. Nous avons utilisé dans ce qui suit cet important travail. 
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Pour préciser celle queslion, considérons un polynôme de 
degré /i : P(x) = Ao^;'*-!- AïO?""' -h ... -^ An et posons 

La fonction fj^|est continue dans rintervalle (a, 6), elle y atteint 
donc au moins une fois son maximum m. Lorsque le polynôme P(^) 
varie en conservant le même degré, m varie également; c'est une 
fonction de Ao, Ai , . . . , A^ : m ( Aq, A, , . . . , A„). C'est même 
une fonction continue, car on peut faire varier assez peu les quan- 
tités Ao, Ai, . . ., A/i, pour que \y\ varie de moins de e dans tout 
le domaine limité (a, 6) et par suite pour que m varie aussi de 
moins de s. 

D'ailleurs, m est positif ou nul; si même, comme nous le ferons 
maintenant, nous supposons que /{^) ne coïncide pas entre a 
et b avec un polynôme de degré /i, m sera certainement positif. 
Par suite, l'ensemble des valeurs de /«, lorsqu'on fait varier 
Ao, ..., A« de façon quelconque, a certainement une limite 
inférieure [x. Il s'agit de savoir si cette limite inférieure est 
atteinte pour un polynôme déterminé de degré n : 

que nous appellerions /?o/^/îO/we d* approximation de degré n. 

La fonction m(Ao, • • ., A«) étant continue atteint certaine- 
ment sa limite inférieure \t.' lorsque Ao, . . . , A;, varient dans un 
domaine borné et fermé quelconque (c'est-à-dire, en particulier, 
lorsque les A/ restent entre des limites fînies données). Mais, en 
général, ji' sera supérieur à [jl. 

Pour tourner cette difficulté, nous allons montrer qu'on peut 
déterminer des limites pour les A, telles que, en désignant par p.' 
la limite inférieure de m lorsque les A restent entre ces limites, 
on ait certainement [jl'=^ [jl. 

Observons d'abord que [x est au plus égal au maximum M 
de 1/(^)1 dans l'intervalle (a, b). Car on a 

|x5/n(o, o, G, ..., o) = maximum de \f{x) — o| dans (a, b) = M. 

Par suite, on ne change pas le problème en se restreignant aux 
polynômes de degré n pour lesquels on a m 5 M. Or ces polynômes 
sont tels que les variations de leurs coefficients sont bornées. En 
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eflet, soît P(:r) l'un d'eux; on a entre a et b 

|P(^)I^I/(^)l + lP(^)-/(^)|âM-+-/7j, 

et pour les polynômes que nous prenons : m^M; donc 

P(ar)|<2M 



entre a et b. 

Dès lors, on pourra écrire tous ces polynômes sous la forme 



i = n 



"^ (x — Xq) . . ,(x — Xi-t)(x — a^i-n). . .(.r — t„) 

^ ^^ (Xi'-Xo) . . . (Xi— Xi^t)(Xi— Xi^i ) . . .(Xi— Xn)^ 
/ = 

où Xq^ Xi, . . ., j?/! sont n-\- i abscisses yî^e5 comprises entre a 
et b et où les^/ restent en valeur absolue inférieurs à 2 M. 
Nous emploierons la notation (due à M. Poincaré) 

(en supposant B'^, . • . , B^^ tous positifs), pour indiquer que Ton a 

|Bp|<B;, (p = o, I, ..., n). 
Nous aurons alors 

i = n 

Ad |(a:/ — a:o)...(a:/— X|_|)(a:/— a:/H-i)...(X/ — a:..)! 
1 = 1 

Le second membre est un polynôme dont les coefficients sont 
fixes, Mo^" + . • •4-M,|. Par conséquent, on a, pour tous les 
polynômes considérés, 

(4) |AoI::mo, ..., |A„i<Mn. 

Par suite, m(Ao, A|, . . ., A„) atteint sa limite inférieure [x pour 
au moins un point (ao, a,, . . ., a,|) du domaine D (^) défini par 
les inégalités (4). 

Ainsi, il existe bien au moins un polynôme d^ approximation 
de degré n : n(j:) = âtoX" + . . .-f- a,|. Ceci montre en même 
temps que jjl est positif ; sans quoi, si [x était nul, /(^) serait iden- 



(') Ce raisonnement n'exclut pas riiypothèse où «^=0, c'est-à-dire où le 
degré du polynôme 11(27) serait inférieur à^/i. Nous le considérerions encore 
comme de degré n avec un premier coefficient nul. 
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tique entre a et 4 à un polynôme H (a:) de degré n^ ce qui est 
contraire à Thypothèse. 

Nous allons démontrer maintenant une propriété essentielle 
des polynômes d'approximation : // existe un seul polynôme 
d'approximation de degré donné n pour la fonction con- 
tinue /(x) dans lUntervalle (a, b). 

Nous savons déjà qu'il en existe au moins un : n(j:). Posons 
y =zf(^x) — W{x). La fonction continue \y\ atteint son maximum |jl 
pour au moins une valeur de x dans Tlntervalle (a, b). Soient a une 
telle valeur et ^ la valeur correspondante de ^; on a ^ = dt a. 
Appelons A' l'ensemble des points a' pour lesquels P'= jx et A" 
l'ensemble des points a" pour lesquels on a P"= — jx; l'un au 
moins des ensembles A', A'' n'est pas nul. Ces deux ensembles 
sont évidemment fermés puisque^ est continu. D'autre part, on 
peut trouver un nombre 20 tel que l'oscillation de ^ soit Infé- 
rieure à un nombre positif £<I p- dans tout intervalle de longueur 
Inférieure ou égale à 2 S, compris dans (a, b). 

Par suite, dans tout Intervalle I de longueur 2 ayant pour milieu 
un point a' Il n'y aura aucun point a". De même dans tout Inter- 
valle J de longueur S ayant pour milieu un point a'' Il n'y aura 
aucun point a'. Enfin, on pourra former autour de tout point y 
qui n'appartient ni à A', ni à A'', un Intervalle R ayant ce point 
pour milieu et qui ne contient au sens étroit aucun point de A 
ni de A". D'ailleurs tous les points de (a, b) sont chacun Intérieurs 
au sens étroit à au moins un intervalle I, J, K. Par suite, on peut 
former un nombre fini k de ces Intervalles tels que chaque point 
de (a, b) soit contenu au sens large dans l'un au moins d'entre 
eux et II en sera de même des intervalles contigus qu'on obtient 
en supprimant dans les k précédents leurs parties communes. 
Cela fait, si deux Intervalles consécutifs ne renferment ni l'un ni 
l'autre aucun point de A' (ou aucun point de A"), on réunira ces 
deux intervalles en un seul; après avoir fait celle opération aussi 
souvent que possible, on se trouvera avoir divisé le segment (a, b) 
en un nombre fini d'intervalles consécutifs, L|, L2, • . ., Ly,, qui 
ne contiennent chacun au sens large que des points d'un seul des 
ensembles A' et A", et tels que deux intervalles consécutifs ren- 
ferment des points l'un de A', l'autre de A". 
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De plus, si Lg renferme des points de A', l^q^t des points de A*^, 
la distance du dernier point de A' contenu dans hq au premier 
point de A'' contenu dans L^^-i est supérieure à 20. Par suite on 
peut supposer que l'extrémité commune des deux intervalles L^, 
Lç^_i n'appartienne ni à A', ni à A*^ et que sa distance aux points 
de (A'+A'') soit supérieure à 5. D'ailleurs il pourrait arriver 
qu'il n'y ait qu'un seul intervalle L qui serait (a, b). 

Le raisonnement précédent s'applique quel que soit le po- 
lynôme II(a:). Lorsque ll(x) est un poljnome d* approximation, 
je dis que le nombre p des intervalles L est supérieur à /i 4- 1 . 

En effet, soient a, Ç|, Ço» • • •» \p-\^ ^ les extrémités de ces inter- 
valles, et considérons le polynôme (*) 

Je dis que si /> — \ = n^ on peut trouver un polynôme R(^) de 
degré n pour lequel le maximum m de \f{x) — R('^)| soit 
inférieur au maximum \k de | j^| = [/(x) — n(x)|. En effet, 
si p — i$Ai, Q(^) est de degré n au plus et par suite aussi le 
polynôme : R(^) = n(x) — Q(^)- Or Q(:c) ne change de signe 
qu'en passant d'un intervalle L^ à l'intervalle consécutif L^+i- Par 
suite, on pourra choisir le signe de t^ de façon que Q(j?) soit 
positif dans tout intervalle L^ qui ne contient que des points a' et 
négatif dans les autres. 

D'autre part, dans tout intervalle 1, on a 

et, comme aucun intervalle I ne contient de points ^/, on a, dans 
tous ces intervalles. 

Enfin, Q(^) est positif dans tout intervalle I (car tout intervalle I 
est contenu dans l'un des intervalles L qui contiennent des 

poin ts a'). Alors, si l'on a pris | Tj | <; . j__ > on aura, dans tous 

les intervalles I, 



(' ) Dans le cas où il n'y aurait qu'un seul intervalle L, on prendrait Q(x) = t^. 



REPRESENTATION. DES FONCTIONS CONTINUES. 87 

De même, on aura, dans les intervalles J, 

Enfin, appelons E l'ensemble des points de (a, b) qui ne sont 
intérieurs au sens étroit à aucun intervalle I ou J. Les valeurs 
de \y\=z\f(^x) — n(j:)|, pour les points de cet ensemble, sont 
limitées supérieurement et la limite supérieure [x' est certaine- 
ment inférieure à [x. Car cette limite supérieure \k' est atteinte, 
soit en un point extérieur aux intervalles I et J, soit en une 
extrémité de ces intervalles, mais jamais en un point intérieur au 
sens étroit à un intervalle I ou J, comme le sont les seuls points 
où 1^1 = [JL. Par suite, en tout point de l'intervalle (a, b), la fonc- 
tion \f{x) — R(a^)| est inférieure à l'une des quantités [Ji — [vilo/*"* 
ou [ji'< [ji. Donc n(a:) n'est pas un polj^nome d'approximation 
de degré n. 

Réciproquement, soit un polynôme P(^) de degré n et m le 
maximum de \y\ en posant^ =:y(^) — P(^)« Formons les inter- 
valles L correspondants. S'ils sont en nombre supérieur à /î -h i, 
il n'y a pas de polynôme P|(^) d'ordre /?, dislinct de P(x), 
pour lequel le maximum rrii de \f{x) — P|(j:)| soit inférieur ou 
même simplement égal à m. En effet, dans chaque intervalle L, 
1^1 atteint au moins une fois son maximum. Soient donc, par 
exemple, 

des abscisses en nombre supérieur à /i H- i pour lesquelles y 
prend les valeurs m, — m, m, — m, .... Si l'on a mi^/w, le 
polynôme de degré n non identiquement nul 

prendra en a',, a", ... des valeurs 

'K«'t)^o, H<no, ^(ft;)^o, .... 

Ces conditions, en nombre supérieur à /? + i , impliquent 
toujours l'existence de /i -h i racines inégales ou égales pour 
6(5;), ce qui est impossible. Donc ^{x) est identiquement nul, 
c'est-à-dire que P| {x) est identique à V{x). 
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De ce qui précède il résulte d'abord qu'// n'existe jamais 
qu'un seul polynôme d'approximation de degré n. Il résulte 
aussi que la condition nécessaire et suffisante />oi/7* qu'un po" 
ly nome de degré n soit un polynôme d'approximation est que 
le nombre des intervalles L soit supérieur à n-\- i. 

Étant donnée la fonction y(j:) continue entre a et 6, il existe un 
polynôme d'approximation déterminé pour chaque valeur du de- 
gré n. Soit II„(x) ce polynôme et [kn le maximum de \/{x) — n;,(^)| 
dans l'intervalle (a, b). Si l'on suppose que /(x) ne coïncide 
entre a et b avec aucun polynôme, [x^i est une fonction univoque 
et positive de n. C'est même une fonction qui n'est jamais crois- 
sante. Car lln{x) peut être considéré comme un polynôme de 
degré n-\-i et, par suite, on a [Xn^jx^^.!. Les nombres [Ji„ ne 
croissent jamais et restent positifs : ils tendent donc vers une 
limite \. Le théorème de Weierslrass (qui a élé obtenu posté- 
rieurement aux travaux de Tchebicheff) nous apprend que cette 
limite est nulle. En eflet, dans le cas contraire, il n'y aurait 
aucun polynôme P(^) tel que l'on ait dans tout l'intervalle (a, b) 

\f(x)-P(x)\<l, 

ce qui est contradictoire avec le théorème de Weierstrass. 

Nous avons observé que le degré de n«(j:) pouvait être infé- 
rieur à n; soit nin le degré de lin] f^^ii est nécessairement une 
fonction de n qui n'est jamais décroissante. De plus, on ne peut 
avoir mn= ffht+t que si [ji,i= [jl„^|. Or, lorsque n croît indéfini- 
ment, [JL„ est toujours positif et tend vers zéro; par conséquent, 
[Kn décroît en passant à a.;,^i pour une infinité de valeurs de n 
(sinon pour toutes). Par suite, m,i croît (et d'au moins une unité) 
pour une infinité de valeurs de n. Donc le degré nin de ll,i{x) 
croit indéfiniment avec n. 

Enfin, on voit que la série de polynômes dont la convergence 
uniforme vers f{x) est la plus rapide pour des degrés successifs 
donnés sera la série 

ni -h (n,— n,) 4- (1I3— iij) -h. . .H- (H;»- n,,-i) -h. . . , 

qui présente le caractère de représentation univoque que nous 
avions voulu obtenir. Toutefois, observons que la correspondance 
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entre le développement et la fonction ne se poursuit pas dans tous 
ses détails. Ainsi, la somme des polynômes d'approximation de 
degré n de deux fonctions continues n'est pas toujours le poly- 
nôme d'approximation de la somme de ces deux fonctions. 

En utilisant le théorème de Weierstrass on peut arriver à cal- 
culer avec autant d'approximation que l'on veut les polynômes 
de Tchebicheff. La méthode peut ainsi être utilisée pratiquement 
pour la représentation effective en série de polynômes. 

Pour le voir, nous démontrerons d'abord que la correspon- 
dance entre une fonction continue et son polynôme d'approxima- 
tion de degré n, est continue. 

Autrement dit, soient 

Ilfl (a?) = aoa7« -h «i a?»-* -h . . . -H «n, 
nn(ar) -+- Anrt(ar) = («o-i- A(Xo)a?'*-*-. . .-h (a„-i- Aa^»), 

les polynômes d'approximation de degré n de deux fonctionsy(a;) 
et g{x) continues dans l'intervalle (a, b). Je dis que, à tout 
nombre positif r^^ on peut faire correspondre un nombres tel 
que rinégalité 

supposée vérifiée dans tout lUnterçalle (a, b), entraîne 

En effet, soit [x le maximum de \jr\ en posant^ =:/( a;) — Un{x). 
Si l'on écrit aussi z = g{x) — n„(j;) — \Un{x), le maximum 
de|;;| est au plus égal à celui de |^(a:) — II» (^^)|, puisque n,i+An„ 
est le polynôme d'approximation de g. Or, on a 

\ff{x)- Un(x)\^\g(x)--f{x)\ H- \f{x) - Un(x)\<lX + e. 



Donc |;>| <I ;i. + £ entre a et i. 

D'aulre part, formons les intervalles L relatifs -d y. 11 y en a 
un nombre fini A" >► n + i . On pourra prendre un point dans 
chacun de ces intervalles de façon que les valeurs correspon- 
dantes de y pour les abscisses 

«1 < «î < «j < a* < . . . < «rt+î < . . . 
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soient altcrnativemeDl 4- [x et — jjl. On aura donc, à la fois, 

(— iy(i= nrt(ai)— /(a/) = (— i/fji (t=i, 2, ..., n-f-i, ..., A). 

D'où, en ajoutant membre à membre, 

( — ly^x— |JL — 2e < — An„(a/) <(— iy[jLH-|i-+.2e, 
ou 

An„(ai)>— 2e, An„(a,)<-+-2Ê, An;,(aj) > — ae, 

Je vais montrer maintenant que Ton a nécessairement 

|An„(x)|<2e 

pour tous les points de l'un au moins des intervalles a|a2, a2a3, 
oLtOL^j ..., 0Ln^^(x,n^2^ H "ïc Suffira de faire voir que dans le cas 
contraire le polynôme An„(x) de degré n aurait au moins n 
maxima ou minima distincts, ce qui est évidemment impossible 
puisque la dérivée de Min est de degré (n — 1). 

Supposons donc qu'il existe, dans chacun des intervalles indi- 
qués, au moins une valeur a'^, a^, .. ., a^^, de x pour laquelle on 
ait |An„(j:)| > as. 

Si Ton a An;^(a,)<; — ae ou An«(a!j) <; — 2e, comme on 
a Ann(ai)>> — ae et Ann(a3)>> — 2 e, il y a un minimum de ^Ufi(x) 
atteint dans l'intervalle ai aj. Sinon, on a 

^Un{a\)>1^, An„(a'j)>2e et An„(aj)<2E; 

il y a donc encore un minimum entre ai et a.^. 

De même, si ^Un{oL.^) > 2e ou àllnioL'^)'^ 2 s, comme on a 

An„(aj)<2e et AIJ«(a4)< 2s, 

il y a un maximum entre ao et a^ ; sinon on a An;^(a2) <! — as, 
An„(a3)<; — 2£ et ^Un(aL'^)> — 2e et il y a un maximum 
entre a^ et ol^. Et ainsi de suite : il y a alternativement un mi- 
nimum, puis un maximum dans chacun des n intervalles ai as. 

Ainsi, il est bien prouvé qu'il existe un intervalle H,- : (a/, a/^i) 
dans lequel on a constamment |An;,(:r)| < 2e. 
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Lorsque ^(ar) varie en restant tel que l'on ait \/{x) — gi^)\<^^'> 
Min varie, mais Tinégalité |An;ï(j:)| < ae est toujours vérifiée dans 
Tun au moins des n + i intervalles H| , H^, . • • , Hr^i sans que ce 
soit nécessairement toujours le même. Prenons n -\- i points^ore^ 
dans chacun des intervalles H/ : x^l\ x^^\ . . ., ^i/+|, on pourra 
toujours mettre An„(x) sous Tune des n + i formes 

^'^ ^ Zj "'* (xi(>-xf)...{Ty;^^x^io{x^p^xy,u).,,(xy,^--xi!iy 

(i = I, .. ., n -f- 1), avec |Mjp|<2e. 
Or, on a 

avec 

A = 1 

Les quantités M^^ sont des nombres positifs fixes indépendants 
de la fonction g{x)\ soit N le plus grand de tous; N est indépen- 
dant de^(j:) et de e; on peut donc prendre e de façon que Ton 
ait 2 eN < r,, quel que soit le nombre positif donné d'avance yj. 

Par suite 

C'est ce qu'il fallait démontrer; on en déduit en même temps 
que dans l'intervalle (a, b) on aura 

|An«(ar)|<r,(c«-f-c«-*-i-...-f-i), 

en supposant c >> |t|, c^[a|. 

Par suite, en prenant tj assez petit, on pourra rendre le premier 
membre inférieur dans (a, 6), à une quantité positive donnée r/. 

Revenons à l'application que nous avions annoncée. Étant 
donnée la fonction /{x) continue dans (a, b), on peut prendre 
pour fonction g{x) un certain poljnome P(^), d'après le théo- 
rème de Weierstrass. Or la recherche du polynôme d'approxima- 
tion H;,-!- Ail;, d'un polynôme donné P(»^) est évidemment un 
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problème algébrique que Ton pourra toujours résoudre par des 
moyens d^aiileurs plus ou moins compliqués, sur lequels nous ne 
nous étendrons pas. 

On obtient ainsi les coefficients du polynôme d'approximation 
ÏI/i de f{x) avec une approximation inférieure à un nombre 
quelconque r^ donné d'avance. Ceci revient à dire que l'on sait les 
calculer. Ainsi, lorsqu'une fonction continue est donnée de (elle 
manière que l'on sache calculer les polynômes approchés de 
Weierstrass, le calcul des polynômes d'approximation de 
Tchebicheff n'exige que des opérations algébriques. 



CHAPITRE V. 

REPRÉSENTATION DES FONCTIONS DISCONTINUES 
PAR DES SÉRIES DE POLYNOMES. 



Nous avons vu que la somme d'une série de fonctions conti- 
nues dans un intervalle (a, b) peut être une fonction discon- 
tinue (p. 38). Nous avons vu aussi que la somme d'une telle 
série peut être représentée par une série de polynômes qui con- 
verge dans (a, b). 

Par conséquent, le théorème de Weierstrass(p. 5 1) n'admet pas 
de réciproque. On peut seulement observer que, si une fonction 
discontinue est représentable dans un intervalle (a, b) par une 
série de polynômes, cette série ne converge pas uniformément 
dans (a, b); elle n'y converge même pas quasi-uniformément 
(p. 42). 

Il est naturel, maintenant, de chercher à étendre à des classes 
de fonctions plus vastes que celle des fonctions continues les 
méthodes d'approximation par des polynômes (•). 

Le procédé le plus simple consiste à trouver une fonction con- 
tinue de X, f{Xj e), qui tende vers la fonction donnée f{x)^ 
lorsque e tend vers zéro. On pourra ensuite déterminer un poly- 
nôme P(^, e) tel que l'on ait, dans l'intervalle (a, 6), 

l/(^,e)-P(x, £)!<£. 

Par suite, on aura 



(') Pour tout ce qui concerne les fonctions discontinues, je ne puis mieux 
faire que de renvoyer aux Leçons sur les fonctions discontinues de M. Bairc, 
qui paraîtront quelques semaines après cet Ouvrage. M. Raire faisait son Cours 
au Collège de France en même temps que je faisais le mien à l'École normale, et 
j'ai été bref sur les parties qu'il traitait. On sait d'ailleurs quelle autorité ses 
travaux si profonds et si personnels confèrent à M. Baire dans ces questions. 
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avec 



el P(x, t) lend versy(a:) lorsque e tend vers zéro. On peut donc 



écrii 



/{x)=p(x, o+rp^^, j)-p(^. i)]+-.. 

De plus, on voit que si dans un intervalle partiel (ûTi, 6 1), 
/{x, s) tend uniformément vers /(x)^ la série convergera unifor- 
mément vers /(x) dans ce petit intervalle. Si Ton désire qu'elle 
converge de plus absolument dans un intervalle on utilisera la 
remarque de la page 66. 

Fonctions discontinues en des points isolés. — Considérons 
d'abord une fonction y(x) continue dans l'intervalle («, b) sauf 
aux points d'abscisses :ri, X2, •••, x^. En prenant c suffisam- 
ment petit, elle sera continue dans le domaine D formé par ce 
qui reste de Tintervalle (a, b) lorsqu'on enlève les segments 
^/(.r/ — e, Xi-he). Nous allons maintenant former une fonction 
/{Xy e) continue dans tout l'intervalle (a, 6), coïncidant avecy(x) 
dans le domaine D et qui tende vers f{x). Pour cela, supposons 
d'abord que la fonction /(j:) soit bornée entre a et 6; alors /(.r) 
a une certaine valeur finie en xi. Soient A, A', B les points de la 
courbe y=.f{x) qui ont pour abscisses xi — e, :r,-f- e, xi. Nous 
prendrons pour les portions de la courbe j^=y(j:, e) comprises 
entre les droites : x = Xi — e, x =: xi -f- e, les droites AB, BA'. 
Et de même dans tous les segments o-/. La fonction f{x, t) ainsi 
définie est continue dans (a, b) et tend vers /(a:). Elle tend môme 
uniformément vers f{x) dans le domaine D qui correspond à une 
valeur déterminée quelconque de s. 

Si, pour une abscisse x/, la valeur de la fonction f{x) était ± oc, 

on prendrait pour ordonnée du point B le nombre ±: -• 

Fondions dont les discontinuités forment un ensemble 
dénonibrable E. — Il n'est pas évident qu'on puisse trouver une 
fonction dont les discontinuités forment un ensemble dénom- 
brable quelconque. 
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Ainsi, à un point de vue analogue, on sait que l'ensemble à deux 
dimensions des singularités d'une fonction analeptique au sens de 
Weierstrass est un ensemble /erme. Il y aurait donc lieu de se 
demander si le seul fait d'imposer à une fonction réelle certains 
points de discontinuité sur l'axe O^ n'entraîne pas à lui seul 
l'existence d'autres points de discontinuité. 

Cependant nous allons montrer qu'on peut considérer un 
ensemble quelconque E de points sur l'axe Ox comme ensemble 
de points de discontinuité, lorsque cet ensemble E est dénom- 
brable. En effet, soient a^, a^-, cizj ..., «n, ... les abscisses 

des points de E. Appelons /(x) la fonction qui est égale à - 

pour x=^ Un et qui est nulle pour les points a qui n'appartien- 
nent pas à E. Cette fonction admet comme points de discontinuité 
les points de E et ces points seulement. En effet, dans un inter- 
valle {an — A, ctn-k- h) si petit qu'il soit autour de ««, il y a des 
points a (sans quoi E aurait la puissance du continu). Par suite, 
l'oscillation de f{x) au point an est certainement supérieure ou 

égale à -. Ainsi tous les points an sont des points de disconti^ 

nuité; il n'y en a pas d'autres. En effet, soit e un nombre positif 

donné et soit N un entier déterminé supérieur k -• Si un point a 

n'appartient pas à E, il est distinct des points ai, ao, .... or>-; 
soit 2 A la distance minimum de a à ces points. Tous les points x 
compris dans l'intervalle (a — A, a-j-A) sont des points de E de 
rangs supérieurs à N, ou bien n'appartiennent pas à E. Dès lors, 
on a 

pour 

X — a I < // . 



Par conséquent, les points qui ne sont pas dans E sont des 
points de continuité. 

Nous allons montrer (*) qa une /onction /(x) déjinie dans un 
intervalle (a, h) et dont l'ensemble E des discontinuités est 



( *) Voir Lebesque, Sur l'approximation des fonctions {Bulletin des Sciences 
/nathématiques, novembre li^gS, p. 278). 
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dénombrable, peut être représentée par une série de polynômes 
[qui converge uniformément dans tout intervalle intérieur à 
un intervalle de continuité). 

Soient G Tensemble des points de c(E) qui appartiennent à E , 
H l'ensemble des points de c(E)qui n'appartiennent pas à E'. Tout 
point de H est situé dans un intervalle de continuité; soit (A"', A") 
le plus grand possible (les points Ar', k" appartiennent à E ou E') 
(p. 7). Les points de G ne sont dans aucun intervalle de conti- 
nuité. Observons maintenant que les intervalles (A:', k') n'ont pas 
de parties communes, il y en a donc un ensemble dénombrable 
(p. 7). Par suite les points qui appartiennent à E et les points k , 
Ar" forment un ensemble dénombrable G : C| , C2, C3, . . - , C/,, .... 

Pour démontrer le théorème, il nous suffira de déterminer une 
fonction f{x^ n) qui tende vers/(^) lorsque n croît indéfiniment et 
cela uniformément dans tout intervalle de continuité. Dans ce but, 
considérons dans la suite des n abscisses Ci, Ca, .••? Cni deux 
points Cp^ Ce, consécutifs sur Taxe O^. Les points Cp, Ce ne peu- 
vent être, ni l'un, ni l'autre, intérieurs au sens étroit à un inter- 
valle (A*', A/'). Par suite, s'il y a entre Cp et Ce un point d'un inter- 
valle (/r', A"), cet intervalle est contenu tout entier (au sens large) 
dans Cp, c<.. 

Alors deux cas pourront se présenter : i** il y a entre Cp et c<., 
zéro ou plusieurs intervalles (A', A-"); nous prendrons pour arc de 
la courbe y =f{^x, n) compris entre les abscisses Cp et c<., la 
droite C^C^ en désignant en général par M le point de coordon- 
nées : m, /(m); 2°il y a entre Cp et Ce un seul intervalle {k', k''); 
soit alors (A*',, A**) un intervalle compris dans k'k^' et tel que 

k'/i\ = lA = A:' AT. 

La fonction /(x) est certainement continue dans l'intervalle 
(A:',, A*), extrémités comprises. Nous prendrons pour la courbe 
y=:/(x, /i), l'arc de courbe continu de y ^=/(x) compris entre 
K'j et K^ et nous joindrons C^ à K', , C<. à K* par des droites. 
Si malmenant on suppose que /(x) n'est pas finie, elle n'a 
de valeurs infinies que pour des points d'abscisses c^^, c^^ .... 
Alors, dans Ja construction précédente, nous prendrons pour 
point C^,. le point d'abscisse Cp^ et d'ordonnée ± n [suivant que 
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f{Cp.) = ±:oo]. La courbe^ =zf(^x, /i), ainsi définie, est continue 
quel que soit n. Je dis qu'elle tend \ers /(x). En effet, /{Cp, n) 
est égal k f{cp) pour p^n^ ou croît indéfiniment si /(cp) est 
infini. De même, considérons un intervalle (Â', //); ses extré- 
mités sont deux points Cq, Cr- Par suite, pour n> q et n> r^ 
/{x, n) coïncide avecy(x) dans l'intervalle k\ k] ; si Ton considère 
une abscisse a: comprise entre k^ et Ar", on SLura /(x) =/(x, n) 

/jt k' k" k* 

lorsque n est supérieur aux quatre nombres : q^ /•, p» tj 

Donc, /(^, n) tend vers /(a:) dans tout intervalle de continuité, 
et cela uniformément dans tout intervalle yîore intérieur au sens 
étroit à cet intervalle de continuité. 

Restent enfin les points de continuité appartenant à G; soit 
a Tabscisse de l'un d*eux, c'est la limite de certains points c,i. 
Comme /(j:) et/(x, n) sont continus pour x = a, on peut déter- 
miner c de façon que l'on ait 

l/(^) -/(«)l < 7, et 1/(37, n) -/(a, n)\ < I 

pour 

\x — a| < e. 

Or, quel que soit /^, il y a des points Cp dans l'intervalle 
(a — e, a -i- e) et d'indice aussi grand que l'on veut, en particulier 
d'indice plus grand que /i, soit c^^ l'un d'eux. Puisque pn !> /i, on a 

et comme [c„ — ^[ <^ ^j on aura 



D'où 



l/(C/>J-/(«)J < ^' \Acp.. n) -/(a, ,1)1 < i. 



|/(a)-/(a, ,.)|<^. 



Ainsi, /(j;, /i) tend vers /(a:) même aux points de l'ensemble G, 

Voici une autre démonstration, due à M. Lebesgue : 

Soit Cj, C2, C3, . . . un ensemble E de valeurs de x partout dense 

et contenant les valeurs de discontinuités. Rangeons par ordre de 

grandeur les n premières valeurs de cette suite, on obtient ainsi la 

sui te 



(S) a, Ca,, Cor,, ..,, Ca„, b, 

E. B. 
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Désignons pary(^, n) la fonction continue de x égale k f{x) 
pour chacune des valeurs de S et qui varie linéairement quand x 
varie entre deux valeurs de cette suite. 

Je dis que, quand n croît indéfiniment, /(x, n) tend vers/(.r). 
Cela est évident si x appartient à E. S'il n'en est pas ainsi, x est 
compris entre deux nombres de la suite S, c^^, Cy^ el/(x, n) <:sl 
comprise entre 

Maisy(j:) est continue au point x, puisque x n'appartient pas à E, 
donc, c« et Cy^ tendant vers x car E est partout dense, /{cpj 
el/{CyJ tendent \ers/(x)^ et il en est de même dey(:r, n). 

11 est d'ailleurs évident que la convergence est uniforme dans 
tout intervalle de continuité; mais il faut des précautions supplé- 
mentaires pour que la convergence soit absolue. 

Enfin, on peut remarquer que si E a servi à définir les po- 
lynômes Pp^q de la page 80, la fonction considérée admet le déve- 
loppement IIi -+- (lia — 114 ) 4- ... , indiqué à cet endroit. 

Théorème général de M^ Baire, — Les méthodes précédentes 
nous donnent le moyen d'exprimer cerlaines fonctions disconti- 
nues sous lorme de série de polynômes. Il serait très intéressant 
de déterminer, a priori, toutes les fonctions auxquelles il y a lieu 
d'étendre ces méthodes. 

La solution complète de ce problème a été oblenue jiar 
M. Baire (*). Nous n'exposerons pas sa démonstration qui nous 
entraînerait trop loiri; mais, pour énoncer le résultat, il nous 
faut définir Ja continuité relativement à un ensemble. 

Considérons une foncliony*(j:) définie en tous les points d'un 
ensemble linéaire E, et soit x^ un point quelconque de E. Nous 
dirons que y( 07)^5^ continue en Xq relativement a l'ejvsemble E, 
si Von peut faire correspondre à tout nombre positif e un 
nombre ol tel que l'on ait 

\f(T)-f{aro)\<t, 

pour tous les points x de l'eksemble E qui sont compris dans 



(') Voir Baire, Sur les fonctions de variables réelles. Thèse soutenue en 
mars 1899. • 
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V intervalle {xç^ — a, Xq-^ a). (En particulier si E est l'ensemble 
des points d'un intervalle, la continuité par rapport à Eest la con- 
tinuité au sens ordinaire). 

Mais cette définition ne peut correspondre à une propriété 
dey(:r) en Xq que si (aussi petit que soit a) il existe toujours au 
moins un point de E autre que Xq dans l'intervalle {xq — a, .r© -f- a), 
c'est-à-dire si tout point de l'ensemble est point limite. Il faudra 
même se restreindre au cas où E est un ensemble parfait si Ton 
veut que la continuité en tous les points de E entraîne la conti- 
nuité uniforme dans E. Supposons donc E parfait; au voisinage 
d'un point de E, il y a toujours une infinité d'autres points de E. 
Si, au voisinage de tout point de E, il y a des points de E où l.i 
fonction est continue relativement à E, nous dirons que la fonc- 
tion est ponctuellement discontinue relativement à l^ensemblc 
parfait E. 

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème général Av. 
M. Baire : La condition nécessaire et suffisante pour qiC une 
fonction uniforme puisse être représentée par une série de 
polynômes est que cette fonction soit ponctuellement discon- 
tinue relativement à tout ensemble parfait (*). 

D'après la remarque que nous avons faite (p. 65), c^est aussi 
la condition nécessaire et suffisante pour qiCon puisse consi- 
dérer la fonction comme limite de fonctions continues . 

Admettons ce théorème. Il va nous permettre de donner un 
exemple d'une fonction qui n'est pas limite de fonctions continues. 
Il suffit de considérer la fonction f{x) définie entre o et i, qui est 
égale à o pour les abscisses rationnelles et à i pour les autres. 
Si l'on considère en particulier l'ensemble linéaire parfait E con- 
stitué par tous les points de l'intervalle (o, i ), il est manifeste 
que tous les points de E seront des points de discontinuité relati- 
vement à E. Par suite, la fonction n'est pas ponctuellement discon- 
linue relativement à tout ensemble parfait. 

Classification de M. Baire, — M. Baire a proposé une classi- 
fication des fonctions au poinl de vue qui nous occupe. Il appelle 



( ' ) La démonstration de ce théorème est développée par M. Henri Lcbesgue 
dans la Note II. 
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fonctions de classe o toutes les fonctions continues. II appelle 
etï^mie fonctions déclasse i toutes les fonctions discontinues qui 
sont limites de fonctions continues. Nous en avons trouvé des 
exemples à propos de la convergence des séries. Toutes les fonc- 
tions qui ont une infinité dénombrable de discontinuités sont des 
fonctions de première classe. Le théorème de Baire nous apprend 
même à quelles conditions une fonction discontinue est de pre- 
mière classe. 

De même, on appellera fonctions de seconde classe toutes les 
fonctions qui sont limites de fonctions de première classe sans 
être de classe o ou i. Telle est la fonction /*( a:) que nous avons 
définie au paragraphe précédent où nous avons montré qu'elle 
n^est pas de première classe. Elle est bien d'ailleurs limite de 
fonctions y*!, (a:) de première classe. Il suffît de prendre y^oxxv fn{oc) 
une fonction égale à i entre o et i sauf pour les points d'abs- 
cisses — (avec /?^gr^/i), lesquels sont en nombre limité et où Ton 

suppose y;,(^) = o. 

Plus généralement, on appellera fonction de classe /i, toute 
limite de fonctions de classe n — i, qui n'appartient à aucune des 
classes o, i, a, . . . , /i — i. Enfin, on peut définir des fonctions 
de classe w, w -j- i , . . . , w-, . . . , w*^, ... en désignant par ces 
symboles les divers nombres transfinis de M. Cantor; mais nous 
n'y insistons pas» 

Les théorèmes que nous avons obtenus nous permettent d'af- 
firmer que les fonctions de classe o ou i sont les seules qui soient 
représentables par des séries de polynômes. 

Mais, d'après la définition même des fonctions de seconde 
classe^ on pourra les représenter par des séries doubles de 

polynômes \^ \^ ï^a,pj la sommation étant effectuée d'abord par 

a = i p = i 

rapport à [3, puis par rapport à a, sans qu^ on puisse réduire cette 
série double à une série simple. Et cette propriété caractérise 
les fonctions de seconde classe. Plus généralement, une fonction 
de classe n sera représentable par une série multiple d^ ordre n 
dont tous les termes sont des polynômes. 



NOTE I. 

SUR LE DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 

Par m. Paul Painlevé. 



1. Séries génératrices, — Considérons une fonction ana- 
lytique f{t) holomorphe (*) pour f = o, et soit : 

la série de Mac-Laurin qui la définit pour t voisin de zéro. Con- 
sidérons, d'autre part, un développement de la forme 

(9.) ?o(«o)-*-?i(«o, ai)H-...-H9n(oo,ai, ... a/*}-^... 

où chaque terme On 6St une fonction entière donnée de ao, 
ai, ... an» Je conviens de dire qu'un tel développement est une 
série génératrice s'il converge et représente y(i ), quelle que 
soit la fonction y(/), sous la seule condition que /{t) soit holo- 
morphe pour t réel, positif et inférieur ou égal à i. 

La série génératrice (2) sera dite normale si chaque terme (fn 
de (2) est linéaire et homogène en «o, «1 , . . . , ««. 

2. Etoile d'holomorphie. — Admettons, pour un instant, que 
nous connaissions une série génératrice (2); z désignant une 
quantité complexe, introduisons la fonction fs{t)^f{zt) et 
appliquons à cette fonction le développement (2). La série de 
Mac>Laurin qui représente /i (/) est 



( ' ) Celle fonction peut ôlre une branche ( bien déterminée pour t voisin de zéro ) 
d'une fonction multiforme. 
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et le développement (a) correspondant est 

(4) ?o(«o)-H<?i(rtoi ai-s) -+-... -f-9,»(ao, «1-5, ..., anZ»)-h 

Donnons à z une valeur invariable Zq : ce développement (4) 
converge et représente /i (i)=y(2o)? si la fonction /^{t) ou 
/(^oO ®^^ holomorphe quand t croît par valeurs réelles de o à i 
(limites comprises). Interprétons celte condition. 

Soit P Taffixe du point Zq dans le plan complexe : quand / 
croît par valeurs réelles de o à i, le point complexe ZqI décrit 
le segment de droite OP. Pour que /\{t) soit holomorphe 
pour o ^ ^1 1 , il faut et il suffit que la fonction (ou branche de 
fonction) f{z) soit prolongeable régulièrement, à partir de O, 
le long de OP, jusqu'au point P inclusivement. Appelons A 
Tensemble de tous les points P tels que cette condition soit 
remplie : les poinis du plan exclus de A forment des demi-droites 
ayant pour origines les points [x tels que la fonction f{z) soit pro- 
longeable régulièrement le long de 0|ji jusqu'au point [jl exclusi- 
vement; ces demi-droites s'obtiennent en continuant, au delà 
de chaque point [jl, la direction 0|Ji. 

Adoptant la terminologie de M. Mittag-LefQer (un peu modi- 
fiée), j'appellerai le domaine A V étoile d*holomorphie (*), de 
centre O, attachée à la branche de fonction f{z). Les points [jl 
seront les sommets de l'étoile. 



(') Quand la fonction /{z) n'admet, dans tout le plan, qu'un nombre uni de 
points singuliers, l^étoile comprend tout le plan sauf un nombre fini de demi-droites. 
Quand /(^) est uniforme, mais n'existe que dans une aire limitée du plan, l'étoile 
fuit sûrement partie de cette aire. Mais l'étoile peut être tout entière à distance 
(inie sans que la fonction/(^) présente de lignes singulières. Par exemple, consi- 
dérons un ensemble parfait discontinu (Ë) de points situés sur l'axe O^ entre i 
et a, et soit r[ = g{\) une fonction continue croissante qui prend toutes les valeurs 
de o à 1 (limites comprises), quand ^ coïncide avec un point arbitraire de (E). Posons 

5 — 5 ( cos 2 xr, -h i sin 3 TTi ) ; 

à chaque point ^, de (E) correspond un point z^ du plan z; les points z^ forment 
un ensemble parfait (E, ) qui, nulle part, n'est continu. D'autre part, il est facile 
de construire une fonction /(^), uniforme dans tout le plan, et dont l'ensemble 
(les singularités coïncide avec l'ensemble ( E^). Celte fonction uniforme ne présente 
aucune ligne singulière; néanmoins, l'étoile A (qui comprend à son intérieur le 
cercle de centre o et_dc rayon i) est comprise tout entière à l'intérieur du 
cercle de centre o et de rayon i\ car une droite quelconque issue de l'origine 
rencontre un point singulier dont la distance ù l'origine est au moins égale à i 
et au plus égale as. 
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La série (4) converge et représente f[z) dans toute V étoile 
d^holomorphie A. 

Ainsi, pour déduire d'une série génératrice (2) une série qui 
représente f{z) dans toute l'étoile A, il suffît, dans les termes de 
la série (2), de remplacer 

par 

cil Zf • • ' j ^n Z f • . • • 

En particulier, si la série génératrice (2) est normale, on a 

lesv étant numériques. La série (4) est alors une série de poljnomes 
en 3, dont le (n -+• iy^«»« terme est une expression linéaire et homo- 
gène en ^0, ««5, «2^-, . . ., anZ", à coefficients numériques; elle 
converge [quel que soit /{z)] dans toute l'étoile d'holomorphie. 
Un tel développement sera dit développement de M. Mittag- 
Lejffler ou développement (M). 

3. Etoile d^holomorpliie attachée à une fonction de plusieurs 
variables. — Considérons maintenant une fonction (ou branche 
de fonction) analytique, y, de plusieurs variables, soit de trois va- 
riables z =^ X -\- iyy u=i Xx + iy\ , r = ^^2 -i- iy^i fonction qui, par 
hypothèse, est holomorphe pour z =^ o^ a = o, i; = o. Il nous est 
loisible de représenter le système de variables (m, v^ iv) par un 
point P de l'espace réel à 6 dimensions OxyX\y\X<iyi. 

Remplaçons (dans/) z par zt^ u par iit^ v par vt^ et posons ( * ) : 

Mt)^.f{zt, ut.vt). 

Formons, pour cette fonction y, (^), la série génératrice (2); 
la série de Mac-Laurin qui représente y, (t) est 



/o + 



(^r.» -+-///-;? -^-kam . , ( z_n -^ nf,f ^ vn' ) 



{«) 



n\ 



f^'ffztfu'ifv désignent les valeurs de/ et de ses dérivées par- 



(') On reconnaît là le procédé employé dans la théorie des séries de Tayior 
pour passer du cas d'une variable au cas de n variables. 
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tielles pour z=: u=i' = Oy et (zf^ -\- u/^ -\- ^f'v)i,n) est la puis- 
sance symbolique /i»**"" de {zf^ -i- u/u'+'^f^)- L'expression 

(6) i3û^Ljq±3fZhi^^„i,,u,.) 

est donc une forme homogène de degré n en z, a, i', dont les 
coefficients (à des facteurs numériques près) sont les valeurs 
(pour z=^ u= if = o) des diverses dérivées partielles d'ordre n 
de/. 

Pour former la série génératrice (2) qui représente / (/), il 
suffit, dans les termes q» de cette série, de remplacer «o? ^m • • m 
a«, • . • , par p^^ /?, , . . . , pm • . • . La série ainsi obtenue con- 
verge pour z = 5o, u = Wo> i^ = i^o et représente 

si la fonction y", ( est holomorphe quand t croît, par valeurs 
réelles, de o jusqu'à i (limites comprises). Interprétons cette 
condition. 

Soit P le point de l'espace Oxyx^yt x^y^ défini par (s©, Wo> ^0) î 
quand t croît de o à i, le point (-5o^> w©^, v^Ç) ou 1^ décrit le 
segment de droite OP (*). Pour que /i(^) soit holomorphe 
pour o^/^i, il faut et il suffit que la fonction (ou branche de 
fonction) /(5, w, v) soit prolongeable régulièrement le long du 
segment de droite OP à partir du point O jusqu'au point P inclu- 
sivement. 

Représentons, ici encore, par A l'ensemble des points P de 
l'espace OxyX\y\X'iyi pour lesquels cette condition est remplie. 
Les points de l'espace exclus de A sont distribués sur les demi- 
droites ayant pour origine les points [jl tels que la foncliony(5, w, r) 
soit prolongeable régulièrement le long de O [Ji jusqu'au point tu 



(') Celte terminologie doit être interprétée dans son sens analytique : elle 
signifie que les coordonnée's (^, y^ a:,, y,, ^,, y^) du point P' (à savoir x^t^ y^t^ 
x\tj y\t^ x\t^ y\t) vérifient les équations : 



jç _ ,v _ J7, _ y y _ ^, _ v, 

.1 «.0 ^« ' -,0 "ZTÏ -, 



» 



^' r" x\ y\ x\ y^ 
et que, quand t varie de o à i, o: varie de à x^^ y de o à ^, . . ., ^2 do o à y\^ 
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exclusivement; ces demi-droites s'obtiennent en continuant, au 
delà de chaque point [jl, la direction 0[ji. 

Nous appellerons le domaine A Vétoile d^holomorphie, de 
centre O, attachée à la branche de fonction /{z, w, c); les 
points [X seront les sommets de Tétoile. 

La série 

converge et représente /{zj u, r) dans toute l'étoile A. 

En particulier, si la série génératrice (2) est normale^ on a 

(les coefficients v étant numériques). Les termes de la série (7) 
sont alors des polynômes en z^ w, v linéaires et homogènes par 
rapport aux valeurs (pour z = u •= v = o) des dérivées succes- 
sives de la fonction /{z, u, v). La série converge, quelle que 
soit la fonction y, dans toute l'étoile A attachée k f el y repré- 
sente la fonction. Un tel développement sera dit encore dévelop- 
pement de Mittag-Leffler ou développement (M). 

Remarque, — Chaque terme ^n de la série (7) est, dans ce 
dernier cas, linéaire et homogène par rapport à p^^ p^^ , , ,^ p„ 
[formes homogènes en z, w, v de degré o, i, . . . , /i et termes 
successifs de la série de Mac-Laurin qui définit y"(^, w, p)]. 

Supposons que la fonction y"(5, u^v) vérifie une équation aux 
dérivées partielles d'ordre A*, linéaire et homogène par rapport 
aux dérivées d'ordre k et à coefficients constants ('). Chaque 
polynôme pn vérifie cette même équation, par suite cp^- La fonc- 
tion y(2, u, v) est alors développée, dans toute l'étoile, en une 
série de polynômes dont chacun vérifie l'équation aux dérivées 
partielles. 

4. Application au domaine réel, — Ne donnons k z, w, v 
que des valeurs réelles ^, j:i, ^Tj. Le système de valeurs (o:, Xi, X2) 
définit alors un point de l'espace ré^/ (à trois dimensions) OxxyX^- 



(•) La remarque subsiste si les coefficients sont des polynômes homogènes et 
de même degré en z, Uj v. 
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Les points réels de Tétoîle A épuisent tout cet espace OxXiX2j 
exception faite des points situés sur les demi-droites issues des 
points réels singuliers a de /(x, Xt, Xo) et qui prolongent 0|x 
au delà du point [jl. D'une façon précise, les points [jl (sommets 
de l'étoile réelle) seront les points réels tels que /{x, X|, x^) soit 
prolongeable régulièrement le long du segment réel Ou jusqu'au 
point [JL exclusivement. 

Par exemple, supposons que f{x^ X\^ X2) soit une fonction 
harmonique àe x^ x^^x^t n'admettant dans l'espace réel Ox x^x^t 
comme singularités, que des pôles isolés; un développement (M) 
de/(Xj J?!, X2) représentera y* dans tout l'espace réel sauf sur les 
demi-droites issues des pôles et menées en sens inverse de l'origine ; 
les termes du développement seront des polynômes harmoniques. 

Mais les considérations précédentes supposent qu'on connaisse 
une série génératrice, et notamment une série génératrice nor- 
male. Toute la difficulté est maintenant de former une telle série. 

o. Formation théorique dUine série génératrice normale. — 
Traçons, dans le plan complexe des f, le segment de l'axe réel 
compris entre les points ^ = o et ^ = i, et une courbe fermée C 
renfermant ce segment à son intérieur. EflTectuons la représenta- 
lion conforme de Taire de C sur un cercle F du plan des t ayant 
l'origine pour centre : parmi toutes ces représentations il en 

Fi g. 1. 




existe une (et une seule) telle que le point t =z o corresponde au 
point T = o, et le point / :^ i au point 7=1. Le cercle F, dans 
ces conditions, a un certain rayon bien déterminé p>i. Soit 
t = ^{y) et 'z = y(t) la correspondance conforme ainsi choisie. 
Considérons maintenant une fonction analytique /(t), holo- 
morphe dans l'aire C (contour compris) et dont le module, par 
suite, reste inférieur dans G à une quantité fixe H. Si nous rem- 
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plaçons t par <}^(t), la fonction /[A(t)] ^ F(t) est holomorphe 
dans le cercle F et son module n'y dépasse pas H. Elle est donc 
développable, dans F, en série de Mac-Laurin, 

(9) F(t) = Ao-r- A,T H- AjTÎ-r-. ..-h A^T'»-}-...; 

en particulier, pourT = i, cette série converge et représente F(i), 
c'est-à-dire y"(i) (puisque t = i pourT= i). On a donc 

(10) /(i) = Ao-f- Ai-f- Aj-f-. . .-4- A,i-}-. . ., 

et le reste de cette série Kn= A^+i H- A„^2 -f- • • • est (d'après une 

H 
formule classique) inférieur à — ; • 

De plus, les coefficients Aq, A, , . . . , A,, . . . , sont linéaires et 
homogènes par rapport à «o, «2? • • •? ^«? • • • [coefficients de la 
série de Mac-Laurin (i) qui définity"(/) pour t voisin de zéro]. En 
efiet, la fonction t = ^('^) peut se développer ainsi : 

(11) e = X|T -4- Xj-z'-f-. . .-f- X,|T''-i-. . . , (X|, Xj, . . . , numériques); 

or, dans la série (i) 

(I) /(<) = ao-t- «!<-+- aj/^-h.. ., 

remplaçons la variable t par le développement (i i) et ordonnons 
suivant les puissances de t; la nouvelle série ainsi obtenue 

ao-f- X|a|T H-(Xjai-f- Xîaj)T*-H. . . 

doit coïncider avec la série (9), d'où les égalités 

Ao=aoï A|=Xiai, Aj— Xjai -f- X}aj, ...; 

d'une manière générale, An est une combinaison linéaire et homo- 
gène de rt, , a2^ ' ' • f ^H' 

6. Ceci posé, donnons-nous une fois pour toutes (dans le plan 
des t) une suite de courbes fermées C|, Go, . . . , Cy, . . ., entou- 
rant le segment de Vaxe réel o — \ et tendant à se réduire à 
ce segment quand l'entier j crotc indéfiniment. On peut répéter 
sur la représentation conforme de chaque aire Cy ce que nous 
venons de dire au sujet de Faire C; à chaque valeur de Fentiery 
correspond ainsi un nombre py >• i (rayon du cercle Fy); remar- 
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quons immédiatement qu'on peut, pour chaque valeur dey, trouver 
un entier n assez grand pour que la quantité — — -— soit infé- 
rieure à -T^ : soit /i = Ny la plus petite valeur de n qui satisfait à 

cette inégalité (*). 

Considérons maintenant une fonction quelconque /*(/) holo- 
morphe pour o^^^i. Cette fonction est, par suite, holomorphe 
(et de module moindre qu'une certaine quantité H) dans une 
aire C (suffisamment aplatie) entourant le segment réel o — i. 
Formons, pour cette fonction/*, le développement analogue à (lo) 
qui correspond à chaque courbe Cy. 

Dès que j dépasse un certain entier /r, la courbe Cy est inté- 
rieure à Taire C. Le développement correspondant conveiçe donc 
versy(i) : arrêtons-le après le (/i H- i)'«"« terme, il représente f{\) 

avec une erreur moindre en module que -r- r> c'est-à-dire 

moindre que -^ (si l'on prend n = Ny). Désignons par vsj le déve- 
loppement ainsi limité, c'est-à-dire la somme des n = Ny premiers 
termes du développement (lo), qui correspond à Cy; cette somme 
Uj est de la forme 

(12) Wj= «0-+- |A,,ya,-i-îXj,ya2-f-...-7- |X«,y a,» 

(les coefficients numériques ^ dépendant de y, ainsi que l'entier 
/i = Ny). Enfin convenons de prendre tîJo= «o- 
Posons maintenant : 

je dis que la série 

;=* 

(14 ) S = oo-^?!-^... -+-»y -»-...= qp-h ^(vi,yqiH-...-^Vff,yan) 



/=i 



est une série génératrice normale. 



I® Elle converge (et converge même absolument) vers f(\) 



(') Il serait loisible de remplacer, dans le raisonnement, -z^ par n^importe 

7=00 

quelle quantité positive m^, sous la seule condition que la série \^ m. soit con- 
vergente. 
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quel que soît/(/), pourvu que f{t) soit holomorphe pour o'^t^i , 
En effet, la somme des (y -f- 1) premiers termes de S n'est autre 
chose que Tuy, et, du moment que /(/) satisfait à la restriction 

énoncée, |/(i) — xsj\ est <C -^y quand j dépasse une certaine 

limite k. La série S converge donc vers f{\) et elle converge 

absolument ; car [^y| est << -î^> dès que y > A*. 

2® Chaque terme çy de S est linéaire et homogène par rapport 
à «oj «1 1 - • • 7 ^/i' Il ^st vrai que l'entier n = Ny peut dépasser y. 
Mais, en introduisant, entre des termes consécutifs de S, un 
nombre suffisant de termes nuls (ou se détruisant deux à deux), 
on peut toujours faire en sorte que le (n -f- 1)*®"* terme de la série 
ne dépende que de ûfo, ûr,, ...,«;» (pour n arbitraire). 

La série S est donc une série génératrice normale. 

7. Remarque. — Cette série S est bien déterminée par les 
conventions adoptées, une fois choisie la suite de courbes Cy. 
Mais on peut se donner arbitrairement cette suite de courbes 
fermées C| , . . .Gy, . . . , sous la seule restriction qu'elles entourent 
le segment réel o — i et tendent à se réduire à ce segment quand y 
croît indéfiniment. Il convient évidemment de choisir ces courbes 
de façon à simplifier autant que possible les termes de la série S, 
c'est-à-dire le développement (10) attaché à chaque courbe Cy. 

Remarquons de plus que le raisonnement du n° 5 suppose 
seulement que la fonction / = ^(t) soit holomorphe dans le 
cercle F, s'annule avec t, soit égale à i pour t = i, et que t varie 
à l'intérieur de C (ou sur C) quand t varie dans le cercle F. Il 
n'est nullement indispensable qu'inversement la fonction t = /(^) 
soit uniforme et holomorphe dans C. Il sera donc loisible d'attacher 
à chaque courbe Cy une fonction t=zifj{z) répondant seulement 
aux conditions suivantes : 

La fonction fz=i|>y(T) est holomorphe dans un cercle Fy de 
centre t = o et de rayon > i ; quand t varie dans Fy, t ne sort 
pas de l'aire Cy; enfin ^y(o) = o, et t|>y(i)= i. 

8. Conv^ergence des séries définies par la série généra^ 
trice (i4)' — Soit A' une aire limitée, entièrement comprise dans 
l'étoile A attachée à f{z)\ la série (M) définie par la série gêné- 
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ralrice (i4)> à savoir 

= ao-+- ^ (vi,«a, ;; -+- v,,„aj2*-i-. . .-f- v^^^a^ 3«), 
/i — I 

absolument convergente dans A, corner ge uniformément 
dans \! , 

En effet, considérons «ne aire limitée A" entièrement intérieure 
à A et renfermant A' à son intérieur. Dans cette aire A", |/(:î)| 
reste inférieur à une limite fixe II. 

D'autre part, la valeur 5o= ro(cos6o-+- * sinôo) étant donnée, 
posons :; = «5o^, et représentons sur le même plan (rapporté aux 
mêmes axes) les deux variables complexes z et t. Quand t varie 
dans une certaine aire (ou sur une certaine courbe) C, z varie 
dans une aire (ou sur une courbe) semblable, soit C^« : pour 
obtenir C^o, on prend l'homothétique de G par rapport à O, 
/'o étant le rapport d'homothélie, et Ton fait tourner cetle trans- 
formée de l'angle 60 autour de O. Prenons notamment, comme 
aire C, une aire Cy ; l'aire Cj' renferme à son intérieur le segment 
o — Zq et se réduit à ce segment si Cy se réduit au segment réel 
o — 1. Lorsque Zq varie dans loule l'aire A', l'aire Cj" balaie un 
domaine By. Si l'aire Cy était réduile au segment réel o — 1, le 
domaine By se réduirait à A'; quand y croît indéfiniment, l'aire By 
tend donc vers l'aire A', et, par suite, reste intérieure à l'aire A" 
dès que y dépasse une certaine limite A*. Pour y > A*, la fonc- 
liony*! (^) =:f(^Zot) a donc son module inférieur à H dans l'aire Cy,. 
quelle que soit la position du point ^0 dans l'aire A'. Le reste Ry(5) 
de la série (i5), quand z varie dans A', est par conséquent moindre 

(en module) que -^^ dès quey >>A'. Autrement dit, la série (i5) 

converge uniformément dans l'aire A'. c. q. f. d. 

Il est évident que le raisonnement s'étend de lui-même aux fonc- 
tions de plusieurs variables, d'où ce théorème : 

Les séries (M) déduites de la série génératrice ( 1 4 ) convergent 
absolument dans toute V étoile A attachée à y, et uniformé- 
ment dans tout domaine h! entièrement intérieur à A; cela, 
quel que soit le nombre des variables dont dépend f. 
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Eq vertu d'un théorème classique, ces séries sont, par suite, 
intégrables et dérivables (') lernie à lerme, indéfiniment, dans 
toute Tétoile A; on peut répéter sur la convergence des séries 
intégrées et dérivées ce qu'on vient de dire sur la convergence 
des séries (M) elles-mêmes. 

Il résulte de là que le développement d'une foncliony"(^) suivant 
une telle série (M) est unique. Précisons ce qu'il faut en tendre parla. 

D'une manière générale, considérons une série (M), soit 



n= OB 



(M) ^(Xo,/t«o-^->'^n«l--^-...-4-X„,«a«^«) = (^)2l^i(-)» 

« — 

qui converge uniformément dans toute aire limitée intérieure à 
l'étoile A [cela, quelle que soit la fonction /"(:;) définie, dans le 
voisinage de Torigine, par la série entière aQ-\- a^z -\- . . ,\ 
Remarquons d'abord que les séries numériques 

Aj^j-h A2^3-+- Aj,v-I-. . ., ... 

convergent toutes vers l^ unité. En effet, faisons >3 = o dans l'éga- 
lité /(;;)= \]P,i (s) et les égalités dérivées; il vient 

Ceci posé, donnons, dans la série (M), aux constantes ao, ^1, . • . 
des valeurs quelconques et admettons que la série converge uni- 

(*) Soit (M') la série obtenue eu 'dérivant terme à terme une série (M) qui 
représente f{z), et soit ( M* ) la série qu'on obtiendrait en appliquant directement 
à f'{z) le développement (M); en général, les deux séries (M') et (M*) sont 
diiïércntes. Pour qu'elles coïncident quel que soit /(^), il faut : i*» que le 
{n -f- !)'*"•• tcrnîc r*„(c) de la série (M) soit un polynôme de degré /i, 

^\ (-)== V«^» "+■ ^«,-^1 ^ ■+•••• -^ ^«,»«« ^'' î 

3* qu'on ait 

Ces conditions de récurrence permettent de se donner arbitrairement les seuls 
coefficients X„ „, \ ,, . . ., ^o n> • • •» dont la somme doit être égale à i. Ces coeffi- 
cients une lois choisis, les autres X sont déterminés. Peut-on choisir ces coeffi- 
cients, de façon que la série ^P„(^) soit une série ( M )? Tel est le problème, non 

résolu à ma connaissance, auquel revient la question de savoir s*il existe des 
séries (M) telles que les deux séries (M') et (M*) coïncident quel que so\\.f{z). 
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formément dans une aire comprenant l'origine : sa somme est 
alors une certaine fonction F(-3) holomorphe dans cette aire; 
soit Y{z) = 6o-f- 6, 5 4- 62^^-+-. . . le développement de ¥{z) en 
série de Mac-La iirin. La proposition que je veux établir, c'est 
que «0, «1 , «2» • • • coïncident respective ment avec 607 ^d ^2? • • • 
et que la série considérée n'est autre, par suite, que la série nor- 
male (M) attachée à ¥{z) et convergente dans Tétoile A. Or, c'est 

ce qui résulte aussitôt de l'égalité F(5) =51^«(^) ®^ ^^^ égalités 
dérivées, où l'on fait 5 = 0; il vient, en effet, 

^1 = a|(X,,|-+- X,^j-f- X,,3H-. ..) = ai, 



En particulier, une telle série (M) ne peut converger unifor- 
mément vers zéro dans une aire renfermant l'origine sans que 
toutes les constantes ao, ^i, cif, • • • soient nulles. 

Ces remarques ont évidemment leurs analogues dans le cas de 
plusieurs variables. 

9. Des séries intermédiaires, — Appliquons à la fonction 

/i(0=/(^0 

le développement (10) qui correspond à l'aire C du plan des t 
(n" 5); la série ainsi obtenue n'est autre que le développement de 
Mac-Laurin de F|(t) =/[c'}(t)], où l'on fait t = i, et elle peut 
s'écrire 



/l = «0 



(16) ao^- ^ (A:i,n«i'2-*-^t,M«^i^*-+-- • •-^^*/t,«««5")» (les A: const. numériques). 



/i = i 



Cette série converge (pour z donné), et converge absolument, si 
la fonction F|(t) est holomorphe dans le cercle y de centre t = o 
et de rayon i (circonférence comprise); elle diverge, si F| (t) n'est 
pas holomorphe à l'intérieur de y; il j a doute, si F|(t) est holo- 
morphe dans Y mais non sur la circonférence. 

Soit c Taire du plan des t que la représentation f =)^(t) fait 
correspondre au cercle y; cette aire c (intérieure à C) renferme à 
son intérieur le point / = o, et son contour passe par le point 
^ = I . Le domaine de convergence, soit D, de la série (16) est dès 
lors facile à définir : considérons pour chaque point ZoVd^vQ V'» 
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déduite de c (n® 8), aire qui renferme l'origine. Sî, dans cette 
aire c*o {^contour compris)^ la branche /(5), prolongée analytique- 
ment à partir de l'origine, est holomorphe, la série (i6) converge 
(et converge absolument) pour 2 == ^o ; si, à l'intérieur de c*«, 
f{z) présente au moins un point singulier, la série (16) diverge 
pourz = 5o; s\ f{z) est holomorphe dans l'aire c^o (^contour 
exclus)^ il y a doute. 

Le domaine D tend vers Té toile A quand c tend à se réduire au 
segment réel o — i, car l'aire c*t tend alors à se réduire au segment 
de droite o — Zq. 

Dans tous les cas, les points-frontières de D sont des points z^ 



Fig. 3. 



tels que/(5) soit holomorphe dans l'aire c'», mais présente sur le 
•contour de c*' au moins un point singulier, soit z = 2^. Marquons 
dans le plan tous les points singuliers Ç ainsi obtenus (') : si ^, 
«st un point frontière de D, il existe au moins un point 2^ tel qu'on 
ail ^z= z^t pour une valeur de t appartenant au contour c. Le 

point tj étant donné, quelle courbe décrit le point ^1 = - quand t 

parcourt le contour c? C'est le contour c'^, si d désigne {^ff. 3) 
le contour obtenu en effectuant, sur le symétrique de c par rap- 
port à l'axe réel, une inversion de pôle O et de puissance i. 



( ' ) Si la courbe c est convexe, les points ^ ne sont autres que les sommets de 
rétoile A. Mais quand c n'est pas convexe et quand de plus /{z) n'est pas uni- 
forme, certains des points ^ peuvent être distincts des sommets |x de A. 

E. B. 8 
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Supposons tracées dans le plan toutes les courbes c^; le con- 
tour limite de D est formé entièrement d'arcs de courbes c'^, par 

conséquent, d'arcs semblables à c' ou à des fragments de d , 

Par exemple, si fi^z) n'admet dans tout le plan qu'un point 
singulier ^ = i, le domaine D est le domaine situé du même côté 
de c! que l'origine. Si l'aire c était réduite au segment réel o ---^ i , la 
courbe d se réduirait au segment réel i «--^ -f- c». Si l'aire cest une 
aire très aplatie (renfermant le segment réel o ^ — i )^ la courbe d se 
compose d'une partie très voisine de la demi-droite réelle i ---^ -|- c», 
et d'une partie très éloignée de Torigine {Jig* 3). 

Le raisonnement du numéro précédent permet de démontrer 
que la série (16), qui converge absolument dans le domaine D, 
converge uniformément dans tout domaine D' entièrement inté- 
rieur à D. 

Ces considérations s'étendent d'elles-mêmes aux fonctions de 
plusieurs variables. 

10. Formation explicite d*une série génératrice normale. — 
Nous allons former, d'après la méthode précédente, un exemple 
explicite de série génératrice normale. On sait que la fonction 
/ = logT représente (*) le demi-plan des t (situé à droite de l'axe 
imaginaire) sur une bande du plan des t comprise entre deux 
parallèles à l'axe réel, tracées au-dessus et au-dessous de cet axe 

à la distance—- La fonction ^ = alogT (a constante réelle posi- 
tive ou négative, voisine de zéro) représente le même demi-plan 
sur une bande B du plan des ^, de largeur |a|7c, qui admet 
encore l'axe réel comme diamètre. Enfin, remplaçons, sous le 
signe log, la variable t par (^T-f-ft), ^ et 6 désignant des con- 
stantes réelles : le demi-plan II des t d'abscisses plus grandes 

que — ^ (si p>'o), ou d'abscisses plus petites que — ^ (si ^<;o), 

est représenté sur la bande B du plan des t. On peut disposer 
des constantes p, 6, de façon que le cercle |'r| = i ou y fasse partie 
du demi-plan II, et qu'aux points t = o et t = 1 correspondent 
respectivement les points i = o et / = i . Il faut et il suffit pour 

(')Il s'agit, bien entendu, de la branche du logarithme (bien déterminée dans 
le demi-plan considéré) qui s'annule pour t = i. 
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cela qu^on aît 

6=1, alog(i-f-P)= I, |?|<i; 
1 

on tire de là p =: ^* — i, et |P| n'est < i pour a voisin de zéro 
que si a est négatif. En définitive, j'introduis la représentation 
suivante (où je mets en évidence le signe des constantes) 



(17) 



/=-alog(i-?T), 



avec 



P = I — c" 



(a constante positive). 

La branche considérée du logarithme .(celle qui s'annule 
pour T=o) est bien déterminée et holomorphe dans le demi- 
plan n, et en particulier dans le cercle y. 

Quel est le domaine c du plan des t qui correspond au cercle y? 

Tout d'abord, ce domaine, symétrique par rapport à l'axe réel, 
est très aplati sur cet axe, puisqu'il fait partie d'une bande de 
largeur caz qui admet cet axe pour diamètre. Cherchons, d'autre 
part, ses abscisses maxima et minima : il suffit de chercher le 
maximum et le minimum de la partie réelle de 

— alog(!- pT) = — anogp-f-log^^ ~ Vj' 

c'est-à-dire le maximum et le minimum du module de (- — t) 
quand t varie dans yî si l'on marque {fig' 4)» dans le plan des t. 



n 



Fig. 4. 




les points M et Q d'affixes t et ^ > 



? 



est égal à QM; le maxi- 



mum et le minimum de QM ont lieu pour t = — i et t =r i ; l'ab- 
scisse maxima cherchée est donc — a log(i — P) = i et l'abscisse 
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minima est — alog(i -f- P)= — alog\2 — e "j, qui tend vers 
zéro avec a. Le domaine tend donc à se réduire au segment 
réel o ^^ I quand a tend vers zéro. 

Au lieu du cercle y> considérons un cercle concentrique F un 
peu plus grand, compris encore dans le demi-plan II. Le rajon p 



2 
e « 



de r est compris entre i et -rr = i H j-; posons p = i -1- î^e *, 

1 — e « 
et donnons à \ une valeur comprise entre o et i . Le domaine C, du 
plan des /, qui correspond à F sera encore intérieur à la bande B; 
ses abscisses maxima et minima correspondront à t = lii p et seront 
égales à — alog(i ip ^p). 

La quantité log(i -\- ,3p) est inférieure à loga (puisque P •< y )> 

Pabscisse minima est donc supérieure à — alog2. D'autre part, 
on a : 



log( 



i-Pp) = log(i-?-p>e «)=log[e â(i_pX)] = -i-i-log(i-?X); 



Tabscisse maxima — a log(i — ^3p) est donc égale à 

1 — alog(i — ^X), 

c'est-à-dire inférieure à i — a log(i — X), puisque o <^ ^ < i • «5/, 
(comme nous le ferons par la suite)^ on prend\=^ -> l*aire C 

est comprise entre les deux abscisses — alog2et i -f-alog2 (donc 
entre les deux abscisses — a et i 4- a) et entre les deux ordon- 
nées zh a -; cette aire C tend donc à se réduire au segment réel 
o ^^ I quand a tend vers zéro. 



11. Appliquons maintenant la méthode du n® 5 à 'la fonc- 
tiony"(i), holomorphe (et de module moindre que H) dans l'aire C; 
cette l'onction est définie par la série de Mac-Laurin : 

Si nous remplaçons t par — alog(i — jît), la fonction F(':) ainsi 
obtenue est représentable, dans le cercle F, par la série de Mac- 
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Lan ri 11 

F (t ) = Ao -4- Al T -+- Aj T« ^- . . . , 

et Ton a 

/(i) = F(i) = Ao-f- A,-f- Aj-i-...; 

de plus, on sait que 

I Ao -+- A, -4- . . . -h Art — /(i) I 
est moindre que 

H iLUe^ 



Calculons explicitement les An à l'aide de ao, ai, a2, • • •• Ceci 
revient à ordonner, suivant les puissances croissantes de t, le 
second membre de l'expression 

F(T) = a,— a,alog(i-p':)-i-...^(— i)*aAa^[log(i-?T)]*-f-.... 

Nous pouvons poser 

les Ej[^^ étant des coefficients numériques que nous calculerons 
tout à l'heure. Le développement de F(t) suivant les puissances 
croissantes de t s'écrit alors 

,jgv.|FW = «o-4-aiap'c-+-...-f-?«':«x[a'»a„H-a«-ia«_,E;{-»-4-... 

^ / -ha'a/E^^-...-haaiEA]-+-.... 

On a donc 

A„= ?'*(a«a„-f-a'*-«a„-iES-*H-...-ha'a/E;,-4-...-^aa,E,l) 
^ ^[«"/^"Ho) -+- a«->ti:,1-*/^'*-»^(o) 4-. . . 

les C désignant d'autres coefficients numériques [qui se déduisent 
des E par la formule C^-J = n{n — i). . .{n —j 4- i)E,^-^']. 

En particulier, si, pour un instant, on prend comme fonc- 
tion /(/) la fonction -— — , le développement (i8) s'applique 
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(pour |t| suffisamment petit), et l'on peut écrire 



= I -h (ZT -h . . . 

in 



I-r-alo-(l — T) 



D'autre part, le coeflîcient de —j9 dans cette dernière égalité, 

n'est autre chose que D?_o( i )» en représentant 

par D^'_o'^(t) la dérivée /i*^"*, par rapport à t, de «(t), où l'on 
fait T = G. 

Il est dès lors facile d'établir entre les C^'-^ une relation de ré- 
currence qui va nous permettre de représenter très simplement 
les A;,. 

On a, en effet, en posant 

G(t) = i-r-alog(i — t), 

/rrn 

les X désignant des coefficients numériques; pour le voir, il suffit 
d'admettre que cette égalité (qui est vraie pour n.= i) est vraie 
pour n et de démontrer qu'elle est vraie pour n -f- 1 • D'autre part, 
pour T = o, on a 

l -H 

quel que soit a. D'où l'égalité 

Si l'on dérive membre à membre, il vient (en faisant ensuite 

Tr= o) 






/=n l—n 

/-Kl 
' • ^« '-* \ •' • "/ — 

i=l l=i 
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mais le premier membre coïncide (par définition) avec l'expres- 

l = n ht 

sioii \] 'î^^i+i^'î d'où, en identifiant les coefficients des puis- 
sances de a, la relation de récurrence 

avec C"^ = I , Cl= ni. 

Cette relation s'interprète bien simplement, si l'on introduit le 
polynôme 

(22) K„(tt) = w(w-+-i)(w-+-2)...(w-i-/i--i). 

Je dis qu'on peut l'écrire 

La chose est évidente pour /i= i; admettons qu'elle soit vraie 
pour /i, et démontrons-la pour n -1- i; il suffit d'écrire 

K,,^, = ( a -f- /i ) Ka = a»-*- » -h W» ( /i -i- C'/r * ) -f- . . . 

G. Q. F. D. 

En définitive, À» peut recevoir l'expression suivante 

OÙ 6'^ e^^ w/i entier positif, à savoir le coefficient de w' dans le 
polynôme Kn(//). Sous forme symbolique, on peut écrire encore 



^K„(a/o)^- 



(23) A„=-^K„(a/i)^^a/o(i-f-a/o)(2-f-a/o)...(/i-i-i-a/i), 



à condition de remplacer (dans le produit effectué)/'/ pary^'^(o). 

12. Ceci posé, donnons à a une suite de valeurs tendant vers 
zéro : soit a = r^* J désignant un entier positif qui croîtra indé- 

finiment. La valeur correspondante de p est i — • Pour chaque 

valeur de l'entier y, les domaines cj et Cy, qui correspondent aux 
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cercles v et F ( de rayons i etiH — e " = iH -=), sont bien 

\ 2 2 yjj ) 

déterminés et tendent vers le segment réel o — i quand j croît 
indéfiniment; dès que y dépasse une certaine limite A:, la fonc- 
tion y(^) est holomorphe dans Cy et son module y reste inférieur 
à une certaine quantité H. Dès que j dépasse k^ la somme 

Ao-h A< 4- - . . -I- A„ qui correspond à chaque valeur dey, diffère 

Il /-' 
donc dey(i) d'une quantité moindre en module que — 

Celte quantité, si Von prend n =y , peut s'écrire — iJ- 

i— 1.' 



«/■xl^ 






(■-4) ■ ■ 



Il /-î 

pour y très grand (•), elle est comparable à — jr- et moindre par 

M 
suite que -t^- 

Posons donc 

n 

iDo = /{o), m„ = /(o) + 27TK/(«/'.). 

1 

avec 
et 

La série 

est une série génératrice normale. 

Toutes les propriétés énoncées dans le n** 8 s'appliquent en 
particulier à cette série S. Si on représente par xsn{z) le polynôme 

(») La quantité (i4-A)Â= eA *** "*" = e^V * ■/est>e «* (pouro<A< i)^ 
donc > e'. L'expression — "^ . est donc moindre que ~ pour y ~i. 



\'"^mV/ 
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en z obtenu en remplaçant a par as dans nin, et par Pn(3) le po- 
lynôme t<Ir(z) — Wn-iC*). '^ série 
(M,) /(o)+P,(*) + ...+ P„(^)+... 

est un développement (M} qui converge absolument vers fiz") 
dans tonte l'étoile, et uniformëment dans toute aire intérieure à 
l'étoile ('). 

Insistons sur la rapidité de la convergence. Soit 
2 =.?(coso)-+-isinu)) 

OU P, un point du plan complexe i^fig. 5). Enfermons le seg- 
ment OP dans un rectangle A qui admet OP comme diamètre, vt 

Fie. 5. 




dont les côtés perpendiculaires à OP ont comme longueur nxp et 
sont distants respectivement de O et de P delà longueur- ap 
[a désignant toujours 7-^ V Si, dans le recUngle A, f{z) est holo- 
morphe et garde nn module inférieur à H, on a 

M) |P.+ p,+...+ p„_/(.)|<_iIli^,<îi^. 

(') Les coefficients des a,i' dans chaque polynôme o,(;) sont rationnels 
en \/net logn. Mais on voit aisément que si n remplace y'" «' 'og" P" d" 
valeurs rationnelles approchées B. « S-, o,(s) convergera encore vers /(s), 

dans l'étoile A, pourn = as, pourvu que les différences \Jn— —\ et Mogn— ^1 
teodent vers zéro avec - suivant uncloi suffisamment rapide (indépendante de 
la [onction /). On peut donc déduire de la série (M,) une série jouissant des 
mfraes propriétés, mais où les coefficients des o,-'i dans chaque polynôme I*,, 
sont des nombres rationneU. 
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Soit B un domaine limité du pian des ^, entièrement intérieur 
à Tétoile A, et B' un domaine limité, intérieur lui aussi à l'étoile, 
et comprenant B à son intérieur. Soit, d'autre part, B/, le domaine 
balavé par le rectangle A quand z varie dans toute Taire B; lorsque 
n croît indéfiniment, B,| tend vers B, et lorsque n dépasse une 
certaine limite A", B;, reste intérieur à B'. Si H désigne le module 
maicimum de f{z) dans B', l^ inégalité (24) cl lieu dans toute 
l'aire B dès que n dépasse k. 

13. Remarques sur le développement précédent. — Il est loi- 
sible, dans le raisonnement précédent, au lieu de prendre n =j\ 
de prendre pour n une valeur plus grande que j\ 

Soit, par exemple, n=j'^* Ceci revient à poser 

no=/(o), ny(z)=/(o)+27i ^'^«V'o). 

1 

avec 
et 

Qo=no=/(o), Qi=n,(5)-no, Qy(z) = n/;;) - Ily_,(;;). 
La série 

(m) /(o)-4-Qi(5)-+-Q,(^)-4-...-4-Qy(-5)-i-... 

est une série (M), plus rapidement convergente que la série (M|) 
mais à termes plus compliqués. Dans Taire B, pour la nouvelle 
série, on aura, en place de Tinégalité (24), l'inégalité 

(^^) |Qo-+-Qi-+-...-i-Q„-/(^)|<- ^r^<^^- 






»! 



On peut modifier légèrement cette série (m) de façon que 
le (/i -^- I Z'^™* terme (qui est de degré n'^) renferme 5" en facteur. 
Considérons, en effet, la fonction 

Puisque la fonction /{z) est holomorphe pour ^ = o, les coeffi- 
cients aj (pour /^ i) sont moindres en module que (-) > p dési- 
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gnant une quantité convenablement choisie; soient Ti le module 

maximum de z dans l'aire B', et R le rapport — (ou l'unité, si ce 

P 

rapport est < 0* ^^ somme ai 5 -[-..• -h a^^* est moindre en 
module dans B' que A:R*; le module àe/^iz)^ dans B', reste donc 
inférieur à H + A*R*. 

Appliquons maintenant le développement (m) à la fonc- 
tion /m{z)' Il suffit, dans chaque poljnome ny(z), de faire 

«1 = aj = . . . = aji- = G. 

En particulier, pour y = A:, le poljnome Wk{z) ainsî obtenu, 
polynôme qui renferme en facteur .3*+*, vérifie, dans l'aire B, 
l'inégalité 

i^^) |/a(-«)-^'a(*)|< :. — ^; 

a 

lorsque k dépasse H, le second nombre est moindre que 




quantité plus petite que j^ dès que k est suffisamment grand. 
Posons alors 

La série 

(mi) ûfo H- yi( 5 )-»-... -4- <7«(^ )-»-... 

est une série (M), qui converge absolument versy(2) dans toute 
l'étoile, et uniformément dans toute aire B intérieure à l'étoile. 
En effet, la somme «o + (7< (^) -f~ • • • -+- ^a(^) est égale à 

et par suite, d'après l'inégalité (26), diffère de/(5), dans B, d'une 
quantité moindre que j^y dès que k est suffisamment grand. 
Dans la série (//*i), chaque polynôme qn est de degré n^ et ren- 
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ferme en facteur z^^ on peut écrire 

Chaque dérivëe y^"^ (o)= «lûr^ ne figure donc plus au delà 
du (/i4- iy«™» terme. 

La série (M|), dont nous avons déduit les séries (m) et (m,), 
est une des plus simples parmi les séries (M) connues. Elle a été 
formée, pour la première fois, par M. Fredholm. Mais il est évi- 
dent que la méthode des n°* 5 et 6 permet d'en former une infinité 
d'autres. Le mode de transformation que nous allons indiquer 
fournit d'ailleurs le moyen, une série génératrice normale étant 
connue, d'en déduire aisément de nouvelles (*). 

li. Transformations d'une série génératrice. — La fonc- 
tion y(^) étant holomorphe pour o^^^ i, remplaçons-y t par une 
fonction ^(8), choisie une fois pour toutes, qui répond aux 
conditions suivantes : g{^) est holomorphe et comprise entre o 
et I pour 0^8^ I ; de plus g{o) = o et ^( i) = i. La fonc- 
tion /< (6) =/[^(6)] est, elle aussi, holomorphe pour o^O^i. 
Supposons donnée une série génératrice : soit la série S du n° 12. 
Si l'on applique ce développement à la fonction y"i( 8), la série 
obtenue converge et représente /i ( i ) =/( i). Or la série /« (S) est 
développable en série de Mac-Laurin 



/i(e) = ao-f-a',e-»-a;(>2 
les a^ étant linéaires et homogènes en ^i, . . . , a»; à savoir 

En remplaçant a',, a^» • • - P^*^ ^^s expressions dans la série S, 
on obtient une nouvelle série génératrice (qui est normale quand 
la première série est normale). 



(') Dans tout ce qui précède, nous avons considéré l'étoile A de centre o, et 
nous nous sommes donné les valeurs, pour z = o, de f{z) et de ses dérivées. 
Mais il est évidemment loisible de prendre comme point initial, au lieu de l'ori- 
gine, tout autre point 2 = a du plan, à condition de remplacer partout z par z — a^ 
ct/(o), /'(o). . . ., par /(a), /'{a)y .... La nouvelle série M ainsi formée sera 
dite série (M) d'origine a, et elle convergera dans l'étoile A de centre a. 
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Par exemple, soit ^(8)= 6* (Ar entier positif). On a 

/j(e)= ûTo-^ «lO^- -+-... -h a„e*'* -+-..., 

c'est-à-dire a^ = Oy ..., «It_, = o, a^=ai, af^^^ = o, .... La 
nouvelle série génératrice s'obtiendra donc : i^ en annulant dans 
la série S tous les a^ dont l'indice n n^est pas un multiple 
de k; 2° en remplaçant ensuite chaque an où n =jk par aj. 
Pour chaque valeur de A*, on déduit ainsi immédiatement de la 
série S une autre série génératrice. D*un développement (M), par 
exemple du développement (M|), on déduit donc un autre déve< 
loppement (M) : 1^ en annulant tous les a» donr Tindice n n'est 
pas multiple de A:; 2** en remplaçant ensuite ajkZJ'^ par ajZJ (l'en- 
tier k est choisi arbitrairement une fois pour toutes). 

15. Une autre transformation des séries (M), uniformément 
convergentes dans toute aire intérieure à l'éloile, provient de ce 
qu'elles sont dérivables et intégrables terme à terme. Supposons 
connu un développement (M) : soit (M') la série obtenue en déri- 
vant terme à terme la série (M) qui représente/(-3), et soit (M*) 
la série qu'on obtiendrait en appliquant à f\z) le développe- 
ment (M); en général {voir p. m), les deux séries (M') et (M*) 
sont différentes. D'après cela, au lieu de développer /(z), dévelop- 
pons y"'(5) en série (M), puis intégrons terme à terme de o à :; 
et ajoutons a^. Nous obtenons une nouvelle série (M) qui se 
déduit de la première en remplaçant partout a„-3" par an+i-z""*"*, 
(/i = o, 1, 2, . . .), et en ajoutant a^. Plus généralement, en 

développant ^~^> on obtiendrait une nouvelle série (M), qui se 

déduirait de la première en changeant partout ««5'* en an+A^""*"*, 
et en ajoutant en tète «o-H ^< ^ 4- . . .-h «a-i 2*~*. Si, au lieu de 
partir de la dérivée de /(2), on part de la primitive dey(^), on 
voit de même que de la série (M) on peut déduire une aulre 
série (M) : i" en supprimant les termes en a©, 2** en remplaçant 
partout ensuite anZ*^ par ««_<;;''■'*. Plus généralement on peut 
supprimer dans (M) tous les termes en a^. «i, . . ., a^^^ (k entier 
donné) et remplacer ensuite partout an+A^"**"* par anZ" : la nou- 
velle série ainsi obtenue est encore une série (M). 

16. Transformations imaginaires d'une série génératrice. 
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Etoile curviligne. — Dans la fonction y(^), eflTectuons encore la 
substitution t = ^(0), la fonction g{^) étant toujours holomorplie 
pour G ^ 6 ^ I , égale à o pour 6 = o, à i pour 6 = i , mais n'étant 
plus réelle quand 6 varie de o k i . 

Quand il en est ainsi, variant (par valeurs réelles) de o à i, le 
point t décrit dans son plan un certain chemin / qui va de t = o 
à ^= 1. Si la fonction y(^) est holomorphe sur /(extrémités com- 
prises), la fonction/, (6) =/[^(8)] est holomorphe pouro£8^i; 
considérons une série génératrice (soit la série S du n** 12), et 
formons cette série pour la fonction /, (8)= a© -^- a', 8 -H «'^ 8- 4- ... ; 
le développement ainsi obtenu converge vers yi(i) = /(i). Mais, 
d'autre part, a,, a^, ... sont des combinaisons linéaires et 
homogènes de a,, a^^ •• • [bien déterminées une fois choisie la 
substitution / = ^(6)]^ de la série génératrice on déduit donc une 




série de forme analogue, soit (S'), qui jouit de la propriété sui- 
vante : elle converge et représente /(i), quel que soit /(t) 
pourvu que /(t) soit holomorphe sur le chemin /, extrémités 
comprises. Nous donnerons à de telles séries le nom de séries 
génératrices d'espèce L Si la série dont on est parti est normalcy 
il en est de même de la série transformée. 

Introduisons maintenant la fonction y(5^), où z est regardé pro- 
visoirement comme une conslanle, et appliquons à cette fonction le 
<léveloppement (S'). 11 suffit de remplacer partout, dans la série (S') 
que nous venons de former, an par anZ'^ i^n-=^\^ 2, 3, . . .). La 
>érie ainsi obtenue converge pour z=- Zq et représente /{zo)j si, 
t variant de o à i sur /, la fonction y (^o^) est holomorphe ; autre- 
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ment dît, si la /onction f{z) est prolongeable régulièrement 
{à partir de z =:o) sur le chemin /'•, jusqu'au point Zq indu- 
sii'ement (*). 

Considérons Tensemble de tous les points z^ du plan pour 
lesquels cette condition est remplie; nous représenterons par A' 
ce domaine, et nous l'appellerons l'étoile curviligne d'holo- 
morphie (d'espèce /et de centre O) attachée à la fonction /{z). 

Si un point Zq est exclu de l'étoile, c'est que le chemin /*• ren- 
contre au moins un point singulier ^ de /(z). Marquons donc, 
dans le plan des 5, tous les points singuliers ^ de/{z) qu'on ren- 
contre en prolongeant /{z) le long de chaque chemin Z^*, c'est- 
à-dire le long de chaque chemin obtenu en prenant un homothé- 
tique de / par rapport à O et en le faisant tourner autour de O. Tous 
les points Zi du plan exclus de Tétoile A^ sont tels que z^ t (pour 
un certain point t de /) coïncide avec une des valeurs 2^. D'après 

cela, soit /i le transformé de / dans la correspondance ti = - : 

les points exclus de Tétoile A^ font partie des courbes t], 

A chaque série (M) la transformation précédente [une fois 
choisie la fonction g(^)] fait correspondre une série de même 
forme, que j'appellerai série (M) d'espèce /, ou (pour abréger) 
série (M'). 

Donnons-nous arbitrairement, dans le plan des t^ une courbe / 
qui joint les points ^^ o et ^= i, et qui est partout analytique 
et régulière (extrémités comprises). Soit s l'arc de courbe compté 
positivement à partir du point /= o vers le point t = \^ soit Sq 

la longueur de Tare entre / = o et / = i, et soit enfin 6 = — • Si 

nous posons t = u -i- iv^ les coordonnées m, r du point t sont des 
fonctions réelles et holomorphes de 6, w=o^, (6), i;=:^a(8), 
pour o<6^ I. Il suffit de poser 

(27) / = a-h tV = ^i -+-*>,= ^(6) 

pour définir une transformation (^) qui déduit de la série (M) 



( ' ) Four la notation, voir le n* 8. 

(^) Il est loisible d'ailleurs, le chemin / étant choisi, de remplacer, dans Téga- 
lité (27), 6 par Y (Ô)» la fonction y (0) étant holomorphe, ree//e et comprise entre o 
•t 1 pour o = 0^ 1, et telle de plus que y(o) = o, y(> )=" »• 
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donnée [par exemple, de la série (M|)] une série (M'), conver- 
genle dans Tétoile curviligne A^, qui correspond à la courbe /. 

17. Exemples. — Choisissons, comme chemin /, l'arc de la 

parabole 

V z=z hu{u — i) (A constante réelle + ou — ) 

compris entre l'origine et le point i/=i, p = o. Il suffit de 

poser ici 

^ = tt -+- eV = e [ n- iA(e — I )] :s ^(6) 

pour obtenir une fonction ^(6), holomorphe pour o^O^i, et 
telle que Q croissant de o à i , le point / parte de l'origine et décrive 
la parabole donnée jusqu'au point /= i. Cette parabole a comme 

axe la droite u = -» pour sommet le point u= -* p = — t» pour 

paramètre — j-t-j • Elle se réduit à l'axe des u quand h s'annule. 
Si, dans la fonction 

on remplace t par 6[i -}- /A(8 — i)] ^ 6(c6 + rf), il vient 

/,(e) = ao-+-«iô(cO-+-c^)-+-...4-ane«(c6-+- rf)«-h... 
= ao -4- a, 6 4- . . . -+- a'rt 6'* -h . . . , 
en posant 



(^8) 



(o<>4; 



avec 



d = \ — e/i, c = ih. 



Pour fixer les idées, partons de la série (M,). Il suffit, dans 
celte série, de remplacer UnZ" par l'expression 

v « j^« •/ / ^'* — ./)(" — y — 0..- (w — '2/ -f-i) / . . /i\ 

a„z^d'»-^2^a„-jz^'Jd'^-^JcJ '^ ^— r^ ^ -^ '. lo <y <1 - j 

pour obtenir une nouvelle série, soit([JL'), de forme entièrement 
analogue, et qui converge dans l'étoile curviligne A' correspon- 
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dant à l'arc de parabole tel à la fonction /(z). Le (n 4- i)*^"* terme 
de cette série est un polynôme en z de degré n. 

Par exemple, appliquée à la fonction y(5)= -y la série ([jl') 

représentera cette fonction dans tout le plan, sauf sur Tare de 
la cubique : ((^ — Aw)(w^-|- r^) -|- A«^= o extérieur au cercle 

Il est facile de préciser la convergence de cette série (;Ji'). Tout 
d'abord, il est évident qu'elle converge absolument comme la 
série (M|). Pour limiter le reste, il suffit de considérer le module 
maximum H de la fonctionyi(Q) =/[5o5'(9)] quand 8 varie dans 
un rectangle A qui a l'axe réel pour diamètre, et dont les deux 
côtés normaux à cet axe ont comme longueur Tia et pour abscisses 

— actiH-a, (a= . j • Si l'on arrête la série après le (/i -h i )' 

terme, le reste R» de la série est en module moindre que -' 



lenjc 



v//. 



{voirie n° 12, p. 120). D'autre part, au rectangle A l'égalité t=:g{^) 
iait correspondre une aire D, qui comprend à son intérieur Tare / 
de parabole et tend à se réduire à cet arc quand a tend vers zéro. 

Quel que soit le point du rectangle A, sa dislance minima ù un 

point du segment réel o — 1 est moindre que ai / i -|- — -< iia; 

par suite, quel que soit le point t de l'aire D, sa distance minima 
à un point de l'arc /est moindre que 2a[i -f- |/i| + 2[AÔ|], car 
on sait que 

k(0)-^(eo)| = |o-Oo|x|^'(o,)i, 

8i désignant un point convenablement choisi sur le segment rec- 
tiligne qui joint Qq ^t Q. Or, dans A, on a 

|^'(Ô)| = |n-«A(aO — i)|<i-+-|/t|(H-2|0|)<i-i-|A|(3 + 4a). 

Quand |A| est moindre que 1, ce que nous supposerons parla suite, 
et a moindre que 1 (c'est-à-dire n > 8), laquautité i 4- |A|(3 -[- 4^) 
est moindre que 7. Dans ces conditions, décrivons, de chaque 
point de / comme centre, un cercle de rajon i4a, et soit d l'aire 
du plan ainsi balayée : considérons ensuite l'aire semblable rf^o, 
qui tend vers l'arc de parabole l^«, quand n croît indéfiniment. 
Si Zq fait partie de l'étoile A', la fonction /(z) est holomorphe 
E. B. 9 
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dans Taire e/^o dès que n dépasse une certaine limite A:, et son 
module reste, dans cette aire, inférieur à une certaine quan- 
tité H. On a donc, pour n >► A*, 



|Rn(-o)|< 



il 



Il suit de là presque immédiatement {voir p. iio) que la 
série ([jl') converge uniformément dans toute aire B dont tous les 
points (contour compris) appartiennent à A'. Elle est donc déri- 
vable et intégrable terme à terme indéfiniment dans l'étoile A'. 

18. Au lieu de l'arc de parabole /, considérons le demi-cercle 
supérieur \ décrit sur le segment o — i comme diamètre. On peut 
prendre, comme transformation correspondante, 

i = a -+- iV = - (i — cosirO -+- 1 sinirB) = - (i — e-*"^). 

Si Ton pose encore 

«0 -^ — ( I - e-if^ ) -^ ^ ( I - e-i"^ )» -4- . . . = «0 H- «'i 6 -+- rt ; 02 -i- . . . , 
on a 

les coefficients cj^n ayant des expressions faciles à former et que je 
n'écris pas pour abréger. Si l'on remplace, dans la série (M<), 
lesa^^" par(ci,rtai 3-f-. . .-f-Cn,»»»^"), la série ([Ji^) ainsi obtenue 
converge vers /(z) dans tout le plan, sauf sur des demi-droites 
issues de points singuliers ^ de /(z) et faisant avec la direction O^ 

l'angle — f • 

Si, au demi-cercle X, on substitue le demi-cercle inférieur V, 

il suffit, dans ce qui précède, de changer 6 en — 8 et l'angle 

en -I 

D'une manière générale, soit l' le symétrique de l'arc / par 
rapport à l'axe réel : pour passer de / à /', il suffit de changer i 
en — i dans ^(6) =g^{^)^ ^ë^2{^); les deux séries (M') et (RF) 
sont alors conjuguées Tune de l'autre : j'entends par là que les 
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coefficients de a^^" (pour n quelconque) sont conjugués dans les 
lerines de même rang de (M') et de (M''). 

19. Etoile curviligne attachée à une fonction multiforme, 
— Quand la fonction /(;;) est uniforme dans tout son domaine 
d'existence, il n'y a aucune ambiguïté sur la valeur représentée 

par une série (M'). Par exemple, la fonction _ ^ est représentée 
par la série ((Ji^) dans tout le plan sauf sur la demi-droite j? r= i, 

r<o. 

Mais, quand la fonction /(:;) est multiforme, il convient de pré- 
ciser : la branche représentée par une série (M') en un point :; de 






i»f\ 




B' 



l'étoile (A') est la branche prolongée régulièrement le long du 
chemin l^ (à partir de l'origine). 

Par exemple, soit /(:;) = \i — z [avec /(o) = -f-i]; la sé- 
rie ([x^), formée pour celte fonction, converge dans le plan sauf 
sur la demi-droite x = i , J^ = o, qui est une cou|)ure de la 
branche représentée. Si l'on désigne par /<(;;) la valeur de /(s) 
prolongée régulièrefiient le long du vecteur 0.3, la série (u^) re- 
préscnte/i (5), sauf dans le quadrants >> i,^<C o, où elle repré- 
sente — /, (5). 

il peut se faire que les lignes frontières de (A') se coupent, de 
façon à enclore un espace. Il faut bien se garder d'en conclure 
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que cet espace est exclu de Téloile. Soit, par eicemple, 



(^9)/(^) = /(.~.-)[.-;:^J(.-^.j [/(o) = .]; 

la série ([Ji^) converge dans tout le plan sauf sur les trois demi- 

droîlesAA', BB', CC {Jig. 7) ; ellereprésente/, (z) si le vecteur O2 
n'est coupé par aucune (ou est coupé par deux) de ces trois demi- 
droites et elle représente — fi (z) si le vecteur Os est coupé par une 
ou trois de ces demi-droites. En particulier, pour tout point z du 
triangle IJK, la série représente — /<(^)i et le chemin /' ren- 
contre au moins une des trois demi-droites exceptionnelles. 

20. Considérons à la fois les deux séries ([Ji^) et ([Ji^'), et 
soh pn et xsn le (n -h i^ème terme de ces séries. Désignons par (v^) 

la série ^^— -• Cette série (où les coefficients des a„z" sont 

réels) présente des propriétés remarquables. 

Tout d'abord, appliquée à une fonction uniforme, elle repré- 
sente cette fonction sauf sur les droites normales en chaque point 
singulier Ç à la droite OÇ. Mais si la fonction est multiforme, elle 
représentera /( -3) dans le voisinage de l'origine, et dans d'autres 

parties du plan ^ — -^ {/tj/i désignant deux branches de /conve- 
nablement choisies). C'est ainsi qu'appliquée à la fonction y/i — z 
la série (v^) converge vers f{{z) dans le demi -plan j? <I i et vers 

zéro dans le demi-plan a: >> i . An contraire, la série 2. ^"~'^" 

converge vers zéro dans le demi-plan a: <; i (notamment pour 
x=o et dans le voisinage), et converge \evs une des branches 

(continue) de y/i — :; dans le demi-plan or >• i . 

De même, appii(|uée à l'exemple (29), la série (v^) représente 
zéro dans le triangle IJK (Jig. 7) et dans les trois angles C'IB', 
A"KB", CJA'; elle représente y"i( s) dans le domaine du plan 
(comprenant l'origine) limité parla ligne brisée indéfinie C'IKA'', 
et une branche continue de f{z) dans les autres portions du 
planB^KJCetB'IJA'. 

Ainsi, // existe des séries de la forme 
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qui convergent uniformément vers f{z) dans le voisinage de 
l^ origine [^quelle que soit la fonction 

f(z) = ao -h «1 >5 H- aj ;;* -I- . . . , 

holomorphe à l'origine] et qui, pour certaines fonctions f(z) 

telles que y^i — ;;, convergent uniformément vers zéro dans 
une autre partie du plan. 

Au lîeii de la combinaison — —9 on aurait pu former aussi 

bien Ja combinaison — > [a, constantes numériques). 

Appliquée à y/ 1 — Zj \'d nouvelle série (v^) ainsi obtenue repré- 

'(a — b)\/i--z , I I • 1 ^ 

senterait ; dans le demi-plan x ^ i , 

Enfin, on arriverait à des conclusions analogues en combinant 
deux séries conjuguées (M') et (M'') quelconques. 

21. Extension des résultats précédents, — Nous sommes 
partis, dans ce qui précède (n** 16), d'une courbe / joignant les 
points ^ == o, ^ = i et partout analeptique et régulière. Mais il est 
loisible de se donner entre o et i une courbe continue entière- 
ment quelconque, soitL. En effet, une telle courbe peut toujours 
être regardée comme la limite d'une courbe analytique régulière 
(joignant o et i), qui dépend d'un entier n : quand n croît indé- 
finiment, cette courbe /« tend vers L. Pour chaque chemin /, on 
sait former une série (M') représentant f{z) dans l'étoile A'; 
quand / tend vers L, A' lend vers A**. 

Appelons d l'aire balajée par les cercles ajant leur centre 

sur In et de rajon — : on peut dans la série (M'«) prendre un 
nombre de termes assez grand pour que la somme de ces termes, 
soit y/i(^)} diffère de f(z) d'une quantité moindre que — , sous la 

/w 

seule condition que la fonction /(s), d'ailleurs quelconque, soit 
holomorphe et de module inférieur à H dans d^. Ceci posé, je dis 
que la série : y, H- (^2 — yO -+- {qn — qn) -h"- est une série (M^) : 
en effet, soit z un point de l'étoile A^ et B une aire renfermant à 
son intérieur le chemin L^, aire dans laquelle y( 5) est holomorphe 
et de module inférieur à une quantité finie H. Dès que n dépasse 
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une certaine limite A", le chemin l^ et l'aire d^ correspondante, élant 

très voisins de L^, sont intérieurs à B, et Ton a \/{z) — Çn{^)\<^ ~' 

La série : qt +(^2 — 70 "^" (73 — 7-0 + • • • converge donc abso- 
lument dans l'éloile A'' vers /{z) [c'est-à-dire vers la branche 
de /(s) prolongée le long de L*]. 

Il résulte aussitôt du raisonnement qu'elle converge uniformé- 
ment dans toute aire intérieure à cette étoile. c. q. f. d. 

Par exemple, prenons pour L la spirale logarithmique p = e^" 
(p et (o coordonnées polaires de t = u -^ fV; h const. > o). Pour 
(o = o, p est égal à i; pour co = — oo, p est nul; l'origine est un 
point asjmptotique. Nous poserons : 



1 — e-" ^ ' 






quand 6 croît de o à i, par valeurs réelles, t décrit un arc de spi- 
rale /,! du point / = o au point t=zi; cette spirale /;,, qui est 

définie par l'égalité : t -\ '- — — = e^^Xe^^^ est une spirale 

ff — n 

semblable à L, ayant comme point asymptote le point / = -^^ » 

et qui tend vers L quand n croît indéfiniment. 

L'étoile A'' qui correspond à la spirale L est intéressante parce 
que deux lignes frontières de l'étoile ne se coupent jamais, et cela 
quelles que soient les singularités de /(z), La spirale L (en parti- 
culier la droite o — i) est la seule courbe qui réponde à cette con- 
dition (*). 

22. Indiquons rapidement une autre généralisation. Partons de 

l'égalité 

z = p(zq, t) 



( ' ) En efTet, soit L' la transformée de L dans la substitution t = •--; les courbes 

L'' (qui dépendent des deux paramètres réels Xt y, si z = x -¥- iy) se coupent 
et par chaque point de l'espace il en passe une infmité, à moins que toutes les 
courbes L'* passant par un point arbitraire P ne se confondent. Pour qu'il en 
soit ainsi, il faut et il suffit que la courbe L' admette une transformation con- 
tinue en elle-même de l'espèce : p, = ^p, w, = w -f- A. Or les seules courbes jouis- 
sant de cette propriété sont des spirales logarithmiques de foyer 0( en particulier 
les cercles de centre O et les droites issues de O); les inverses de ces courbes sont 
des courbes de même espèce. Les cercles sont à écarter puisque L doit passer par 
l'origine. 
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OÙ p désigne une fonction enlière de ^o et une fonction holomorphe 
de t pour t réel et compris entre o et i (o^ ^^i); de plus, cetle 
fonction s'annule avec t et est égale à Zq pour ^ = i . Quand t croît 
de o à 1, z décrit une courbe bien déterminée, soit /-^, de o à Zq. 
Par exemple, soit p =z t^Zo-^- (t — ^)^l] ' la courbe L^ est une 
parabole facile à définir géométriquement. 

Introduisons maintenant la fonction F (^) =/( 3) ^y[p(<3o> ')]î 
siy(2) est holomorphe le long du chemin L^ (extrémités com- 
prises), F(^) est holomorphe dans l'intervalle o^^^i, et F(i) ou 
/(zo) est représentée par la série génératrice normale S du n° 12 
(ou par toute autre); posons encore 

F(/) = ao-+-«'i^-^«W* -+-•••; 



ou a 



les (tj(z) désignant des fonctions entières de z (des polynômes si p 
est un polynôme en z). D'où 

/[p(*o. t)] = ao-+-aip-+-a,pî-+-... 

c'est-à-dire 

«1 = «I Pi( «0), «i = aipt{zo) -h aîpî(-so), ... ; 

d'une façon générale, a^^ est une combinaison linéaire et homo- 
gène de ai, ..., an, dont les coefficients sont des fonctions 
entières connues de Zq, Il suffit de remplacer les a\^ par ces expres- 
sions dans la série S pour obtenir une série de la forme 

(3o) go-i-(/i)^[airi,/i(^o)-t-a«r«,»(^o)-4-...-+-aar,t,»(zo)], 

OÙ les r sont des fonctions entières connues de ^^o^ cette série 
converge versy(zo) si/(-s) est holomorphe le long du chemin /.^. 
Les points exclus de cette nouvelle étoile de convergence sont 
donc les points Ç tels que sur le chemin /ç on rencontre une sin- 
gularité de la fonction y( 5) prolongée. 

Il serait aisé d'étendre ces résultats (convenablement modifiés) 
au cas où la fonction p(z, t) ne serait pas entière en z. Je veux 
seulement indiquer ici un problème qui se pose à ce sujet : à 
chaque point z du plan des z, attachons un chemin bien déter- 
miné Iz allant de l'origine à z et qui varie d'une façon continue 
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avec z. Existe-t-i) une série répondant aux conditions suivantes : 
i" son n^^"^"^ terme est linéaire et homogène en «o, «i, • . -, a^, les 
coefficients étant des fonctions connues de z; 2" elle converge 
vers /(z) [quelle que soit la fonction /(z)^ pourvu que sur le 
chemin 4 la fonction /(z) soit prolongeable régulièrement 
jusqu'au point z inclusivement ? 

D'après ce qui précède, on peut choisir des chemins /« tels que 
la réponse soit affirmative. Mais peut-on les choisir arbitraire- 
ment ou, sinon, quelles conditions doivent-ils remplir? Ce sont là 
des questions non encore résolues. 

23. Application aux fonctions réelles, — Restreignons-nous, 
pour un instant, aux valeurs réelles x de la variable. Quand nous 
développons f{x) en série (M'), la série converge si f{z) est 
holomorphe le long du chemin /^, et représente la valeur de f 
avec laquelle on arrive en x en prolongeant analytiquementy(-s) 
(à partir de -s = o) le long de /^. 

Imaginons, plus généralement, qu*à chaque point Xq on fasse 
correspondre un chemin l{xo) joignant Xq à r origine, chemin 
qui soit analytique et régulier {extrémités comprises) pour 
chaque valeur de Xq^ et qui varie avec Xq d'une façon ana- 
lytique et régulière ( * ). Autrement dit, soient s l'arc de ce chemin 
compté à partir de O vers Xq^ et ^{xq) sa longueur totale ; les coor- 
données a:, y d'un point du chemin sont des fonctions holomorphes 
de s et de Xq pour tout couple s, Xq tel qu'on ait oS.s'^(j{xo)\ 
o'(xo) 6st une fonction holomorphe pour toutes les valeurs réelles 

de Xq et, si l'on pose — -^ — - = t, x et y sont des fonctions holo- 
morphes de t et de Xq^ quel que soit Xq, pour o^/^i. Il suffit 
alors de poser 

ar-h t> = p(Xo, t) 

pour obtenir (comme au numéro précédent) une série de la 
forme (3o), où les ry^/t sont des fonctions connues (^) de x holo- 

(•) Il serait facile de lever ces restrictions comme au n" 21; on peut se donner 
arbitrairement le chemin l{Xo) sous la condition qu'il soit continu et varie avec a;^ 
d'une manière continue. 

(^) Ces fonctions /* sont indépendantes de/ et ne dépendent que de la famille 
choisie de chemins l{a:); ce sont des combinaisons entières de 
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inorphes pour x réel : cette série converge si, le long de /(oto), 
f{jc) est holomorphe, et elle représente la valeur de f prolongée 
jusqù!en Xq sur ce chemin. 

24. Supposons notamment que Ja fonction /(s) soit uniforme 
et ait toutes ses singularités réelles; chaque série (M') repré- 
sentera /(x) pour toutes les valeurs de x (les valeurs singu- 
lières exceptées), et elle sera dérivable terme à terme indéfini- 
ment : la série et les séries dérivées convergent uniformément 
sur tout segment de l'axe réel qui ne comprend pas de point sin- 
gulier. 

Si la fonction, toujours uniforme, est holomorphe dans un cer- 
tain angle .rOA et dans l'angle prolongé, il suffit de prendre 
comme chemin / un arc intérieur à cet angle pour que la série (M') 
correspondante jouisse encore des propriétés énoncées. 

Quand la fonction /(z) n'est plus uniforme, distinguons les 
valeurs de/(z) à droite et à gauche de la demi-droite Ox. Con- 
sidérons un petit angle positif xOA. et prolongeons /(>3) dans ce 
petit angle : nous dirons que nous étudions /{z) à droite de Ox^ 
et nous représenterons par fd{z) la fonction ainsi prolongée 
(fonction en général multiforme). Le point Pétant donné sur O^, 

décrivons de O comme centre un cercle de rayon OP; si fd{z) est 
uniforme (ou holomorphe) à l'intérieur de ce cercle et de 
l'angle :rOA (pris suffisamment petit), nous convenons de dire 
que/(:5) est uniforme (ou holomorphe) à droite de Ox jusqu'au 
point P; dans ce cas, la valeur àç^ fd(z) est bien déterminée en 
tout point X de OP [non singulier pour fd(z^ : c'est, par défini- 
tion, la valeur Ae fdu côté droit de Ox. 

Les valeurs defà gauche de Ox, soilf g{z), se définissent de 
la même manière en considérant un petit angle ;rOB négatif (*). 
Remarquons que si la fonction fd{z) est uniforme à droite de OP, 
et ne présente sur OP que des points singuliers isolés non cri- 
tiques, fd{z) coïncide sur OP dL\ec fg{z). Au contraire, il peut 
arriver c\uefd{z) ne présente sur OP d'autres singularités que des 



(') Il est évident que ces définitions s'appliquent d'elles-roêrocs à une demi- 
droite quelconque issue de Torigine, et en particulier à Taxe réel négatif. 
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points criliques algébriques, tandis que fg{z) présente sur OP 
des singularités transcendantes (*). 

J'ai insisté sur cette terminologie parce qu'elle nous servira 
plus loin. Admettons maintenant (\\ie f{z) soit holomorphc dans 
un certain angle positif a: OA : la série (M') représentera yrf(j:) en 
tout point X non singulier y^omt fd{x)^ du moment que Tare / aura 
été choisi intérieur à l'angle xOX, Soit /'le chemin symétrique 
de / par rapport à O J7, et (M'') la série conjuguée de (M') (n** 18) : 
la série (M'') représente/^(x), sî/(-s) est holomorphe dans l'angle 
a?OB (symétrique de .rOA). 

25. Considérons en particulier une fonction f{z) qui n'ait 
d'autre point singulier que le point z = i autour duquel deux va- 
leurs seulement Aq f{z) se permutent. Les séries (M') et (M'') 
convergent sur l'axe Ox sauf pour :r = i et représentent respecti- 
vement /^(x) el/g(x). 

Si l'on ajoute terme à terme les deux séries (M') et (M''), multi- 
pliées respectivement par r» — rj' ^^ nouvelle série (W) 

représente /(x) pour ^ < i et 5^1^!^ / P^^^ x > i . 

b aisons notamment a= b; la série — représente /{x) 

pour j:<; I et ^ — • ^ pour x >> 1 5 comme /{z) n'a que 

deux branches, soit/ etyi,y-h/i est une fonction uniforme ¥(z) 

ff/(x)-t- fifix) % 1 ¥(x) 1 II ,. 

et ^ -^ n est autre chose que — ^^ — -; la nouvelle série 

représente donc une fonction à deux branches pour:r<; i et une 
fonction uniforme pour 5; > 1. Remarquons que siy(j:) est réelle 
(pour X voisin de o), ao, «i, «2, ... sont réels et la série 
(M') 4- (M'') a ses termes réels pour z réel. 

Lt est ainsi que la série -^—-^ — iJ—-L, appliquée a y/i — x^ repré- 
sente \/\ — X [>our j:<! I , et o pour a: > i . 



(*) Exemple : /(z) = c"*"*'^*"*"' (où h- v^i — ^ = 1 pour ^ = o); sur Ox, la 
branche /j{z) n'a qu'un point singulier (point critique algébrique) s=sii 
tandis que/^(z) a en outre un point essentiel z = 2. 
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Les séries (M'), (M''), (N') convergent ici uniformément et abso- 
lument sur tout segment de Taxe réel qui ne renferme pas a: = i, 
et il en est de même pour les séries dérivées. Appelons G(:r) la 
fonction définie pour x quelconque (/^i) par la série N'(a;j. 
'La fonction (j{x) a des dérivées de tout ordre sauf pour ^= i. 
Formons, pour cette fonction, la série (N'), mais en prenant x^ 
comme origine {voir la note ('), p. i25). Si ^o^ i? G(j:) coïn- 
cide avec f{x) pour x voisin de Xq^ et la nouvelle série N' (d'ori- 
gine ^o) représente, comme la première, la fonction G(:r) tout le 
long de Taxe des x (le point x =^ i étant toujours excepté). Si 

•3^o> ïj u(:r) coïncide (pour ;c voisin de ^o) avec — / ; 

la série (M'), d'origine Xq^ représente G(^) pour j: > i , et G| {x) 
pour x<Cij G| (j:) désignant la valeur obtenue en prolongeant 
G{x) de Xo> I à ^< I au-dessous de Vaxe des x. Or, quand 
on prolonge y(^) de :& < i à .ro>- i au-dessus de O^, on arrive 
en j?o avec la valeury</(^o); si, partant de ^o avec cette valeur, on 
chemine au-dessous de Taxe des x^ on revient en ^ < i avec la 

valeur/4(a:). Il suit de là que G|(:r)^2Li — ^, et que les sé- 
ries (M'), (M"), d'origine ^o> ï> représentent respectivement 
_£ v^, -^ ^ pour J7<; I ; la série (N^) d origine a:o> i repre- 

sente donc ; —^ pour x <; i . Celte dernière 

expression diffère en général de/(j:). Mais peut-on choisir a et 6 
de façon qu'elle coïncide avecy(a:), quelle que soit la fonction y 
(à deux branches)? Il faut et il suffit ])our cela qu'on ait : 
a^-^ b^=o^ 2aO={a-{- by, c'est-à-dire b^=±ia. Représen- 
tons par(N'J la combinaison (M')-+- /(M''); la série (N') jouit, 
d'après ce qui précède, des propriétés suivantes : elle converge 
quel que soit x, sauf pour x = i , et elle converge absolument 
et uniformément, ainsi que les séries dérivées, sur tout seg- 
ment de Vaxe réel qui ne renferme pas le point x-=\\ sa 

somme yj{x) coïncide avec f{x) pour x •< i et avec r^ — 

pour X > I . Si Von forme, pour la fonction G(:r), la série (N\), 
d'origine Xq^i^ cette série jouit de toutes les propriétés de la 
première et représente comme elle la fo net ion G (x) tout le long 
de Vaxe des x (le point x = i étant toujours excepté) : cela, 
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• |uelle que soit la fonction f{x)^ pourvu que celle fonclion n'aîl 
.;ue deux branches et n'admette que le point singulier x = \. 

Ce résultat est remarquable, si Ton réfléchît que G{x) coïncide 
(suivant que x est >- i ou <C i ) avec deux fonctions analytiques 
différentes ( * ). 

Par exemple, appliquée k/(z)^=^/i — :;, la série (N') repré- 
sente ^' i — X pour x <C I , et \/x — i pour x >> i . 

26. Séries (M) qui convergent sur les droites frontières, — 
En se servant des séries (M'), on peut former des séries (M) qui 
convergent non seulement dans l'étoile A, mais encore sur les 
demi-droites frontières, pourvu que les points singuliers dont 
ces droites sont issues satisfassent à certaines conditions trt^s 
générales que nous allons préciser. 

Considérons, en effet, une série (M'), par exemple la série ([x') 
(lu n" 17. qui correspond (-) à Tare / de parabole 

compris entre les poins t =: u -\- iv z=. o et /=i. La somme S^ 
des (/i + i) premiers termes de la série (|jl') diffère Ae f(^z) d'une 

(|uantité moindre en module que , siy(>3)est holomorphc et 

de module inférieur à H dans Taire rf^ (déduite de l'airerf balayée 

par les cercles de rajon \/\j.= — -- dont les centres décrivent /] : 

cela, quelle que soit la constante A, de module moindre que i . 
Ceci rappelé, adoptons, |)Our chaque valeur de l'entier n, une 

valeur de Ii qui tende vers zéro avec -» mais infiniment plus 



( ' ) On peut former des exemples où la série ( N'j ) jouit de toutes les propriétés 
précédentes et de plus converge absolument et uniformément sur tout segment de 
i*axe des x ainsi que les séries dérivées. Mais, pour J7= i, la fonction G(:r) est 
nulle ainsi que toutes ses dérivées et la série (N'^ ) d'origine i, au lieu de repré- 
senter G(^), est identiquement nulle. 

(') On pourrait partir de n'importe quelle série (M*), sous la seule restriction 
que le chemin l ne traverse pas l'axe des x. Si le chemin / traverse l'axe des j?, 
la méthode même du texte permet aisément d'apercevoir les modifications qu'il 
faut apporter aux conclusions qui vont suivre. 
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lentement que a. Posons, par exemple, 






(A étant positif, le chemin / est situé au-dessus de Ox) (*). 
Quand n croît indéfiniment^ Tétoile A' (bien déterminée pour 
chaque valeur de /i) tend vers l'étoile A, et le domaine d^ tend à 

se réduire au vecteur Oz, D'autre part, pour chaque valeur de /i, 
Sn est lin poljnome en z bien déterminé, de degré /i, qui, lorsque 
n croît indéfiniment, tend vers f{z) pour tout point 5 de A : car 
dès que n dépasse une certaine limite, d^ diflférant très peu du vec- 
teur Oz^f{z) est holomorphe dans d^ et y garde un module infé- 
rieur à une quantité fixe H. Au lieu d'un seul point z^ considérons 
une aire B intérieure à A, et une aire B' comprenant B à son inté- 
rieur, mais intérieure à A : dès que n dépasse une certaine 
limite y, l'aire rf* fait partie de B', quel que soit z dans B, ot Ton a 

(3i) |/(>5)~S,.(^)|<^iiî-^ pour /0'7. 

en tout point z de B, [Hq maximum de J{z) dans B']. 
D'après cela, la série 

(M,) So-!-(Si — So)-h(Sj— Si)4-...^ao-+-/'i(-5)-h/>5(-5)-i-... 

est une série (M) qui converge absolument dans A et uniformé- 
ment dans toute aire intérieure à A. Le terme /^^ est un polynôme 
en z de degré n, 

27. Examinons maintenant ce qui se passe sur les demi-droites 
frontières de A. Soit D une demi-droite exceptionnelle, issue du 
point singulier î^ : si ce point est algébrique, je vais montrer 
que la série ( Ma) converge absolument sur D au delà du point Ç 
et représente fd{z)^ tant qu^on ne rencontre pas sur D un point 
singulier transcendant de fd{z). Elle converge même unifor- 
mément vers fd{^) et est dérivable terme à lerme indéfiniment 






(•) Si, au iicu de prendre /t = -h y 2, on prenait li = — y'a, la courbe l (cor- 
respondant à chaque valeur de n) serait située au-dessous de Ox, et il faudrait, 
dans tout ce qui suit, remplacer /^(^) par /^(5), valeur de/( 5) « ^awc/ic de I). 
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sur tout segment PP' de D le long duquel yrf(5) est holomorphe 
(extrémités comprises) [pourvu qu'entre î^ et P la fonction /^(-s) 
ne présente que des points singuliers algébriques]. 

En particulier, si Ç est un pôle et si D ne renferme pas d'autre 
point singulier, la série M2 converge vers /{z) sur toule la 
droite D (le point ^ excepté) et converge uniformément sur tout 
segment fini PF de D (dont Ç ne fait pas partie). 

Pour démontrer ce théorème, plaçons-nous d'abord dans l'hypo- 
thèse où entre Ç et P il n'existe pas de point singulier de /a(z). 

De O comme centre décrivons un cercle plus petit que le 
cercle d'holomorphie de /(z); entourons PP' d'une aire assez 
aplatie pour que fd{^) y soit prolongeable régulièrement (con- 
tour compris); enfin relions ces deux aires par une bande aba'b' 



Fig. 8. 




attenante au bord droit de OP et assez étroite pour faire partie 
de l'étoile A. Si, dans l'aire totale E ainsi formée, on prolonge la 
fonction /(z), cette branche de fonction, qui coïncide le long 
de OP' avec /^/(s) et que je représenterai par /d{z), est holo- 
morphe dans E, contour compris, le point ^ excepté. En ce point, 
qui est un point algébrique, /^(-s) peut devenir infini d'un certain 
ordre m (entier ou fractionnaire) : dans l'aire E, |/i/(>3)| reste 

K 



inférieur à 



^,-1 K désignant une certaine constante et m une 



quantité positive ou nulle. 

D'autre part, soit Zq un point du segment PP'. Pour les petites 
valeurs de h, donc pour les grandes valeurs de /i, le chemin /*• dif- 
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fère très peu du vecteur Ozq et fait partie de l'aire E; la distance 
minime 8 entre un point de l^o et un point du contour de E lend 
vers zéro avec A, et est de l'ordre de h pour h infiniment petit; on 
peut écrire 5 == [xA, a désignant une quantité positive qui dépend 
de h et de Zq^ et qui reste supérieure (*) à un nombre fixe A>>o 
quels que soient Zq entre P et P' et h entre o et i. L'aire rf*o est, 
par suite, intérieure à E, dès que n dépasse une certaine limite 
(indépendante de la position de z entre P et P') : en effet, les 
cercles décrits d'un point de Z^» comme cenlre, avec i4a|^o 



comme rayon, sont intérieurs à E dès que i4aOP' est moindre 
que X/t, c'esl-à-dire dès que n dépasse un certain entier, puisque 
h est infiniment grand par rapport à a pour /i = oo. Soit q une 
valeur de n lelle qu'on ait 



i4ap<^/i (p = OP'), 
c'est-à-dire 

'^ /- /- ^ ^* ri /'"iSpX* 

iJap < - i/a, ou v<3t <--;—» ou enfin 1<»S<7 > '>- ( — ît- 1 • 

•2 '28 p ^ '' \ A / 

Pour ii> q^ la fonction /(s) est holomorphe dans Taire d^^\ 

K 

son module y est moindre que i =-;— > c'est-à-dire moindre 

que — r y puisque 5, variant dans rf^», reste à une distance 

(-j"'A"' ^ ^ 

de Ç supérieure à ÀA — i4ap >> - A. 

L'inégalité (3i) s'applique donc au point ^o ^^ donne ici 

(32) |/rf(-o)-S«(;;o)|<--i 



/A y* sji 



Or A = i / , ^ > et 1 — est inférieure à \/7i pour n suffisamment 
y log/i A"* '^ * 

grand. On a donc, tout le long de PP', 



n 



\/(i{^) — S«(;;)| < K — -= (K constante numérique), 



e * 



dès que n dépasse un certain entier. 



( *) Il serait facile de donner une valeur explicite de X, mais la chose est inutile 
au raisonnement. 
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La série (M2) converge donc absolument et unijormément 
le long de PP' vers /ai^)- c- Q- f. d. 

28. De plus, pour chaque valeur de /i, décrivons du point Zq 
comme centre un cercle c de rajon |xa ([x constante numérique). 
Quand z reste intérieur à c, le chemin /* reste intérieur au do- 
maine E (au moins dès que n est suflisamment grand) et la dis- 
lance minima de !^ à Tare l^ est encore de l'ordre h et supérieure 
à "kh (en modifîant un peu, s'il est nécessaire, la constante X intro- 
duite plus haut). L'inégalité (82) se trouve donc démontrée non 
seulement pour z = ^o» mais dans tout le cercle c, d'où l'on déduit, 
en vertu d'un théorème classique (*) : 

. m 

/;/'(^.)- s</'(3„)i < -^ -^ X -^ < K' ^'"-"^'"•*^ < î^ 

•^'^ ^ ^ « V U/1-- ^^^^ /A\"* v'/' \n y/a 



^) 



en tout point Zq de PP', dès que n dépasse un certain entier. 

Les séries obtenues en dérivant terme à terme la série (Ma) 
convergent donc, elles aussi, sur PP' absolument et uniformément; 
elles représentent sur PP' les dérivées successives Ae fd{z). 

Si, entre l'origine et le point P, il existe plusieurs points sin- 
guliers {tous algébriques) de fd{z), rien n'est changé dans le 
raisonnement précédent : il suffit de considérer Tordre maxi- 
mum ni d'infinitude de fd{^) en ces points singuliers; dans 

K 
l'aire rf^o, |/</(>s)| est moindre que -^— (quel que soit Zq 

' (^)"a"' 

entre P et P'), et les inégalités précédentes subsistent. 

D'une façon générale, pour que le raisonnement subsiste, il 
sujjit : 1° que f{z) soit holomorphe jusqu^en un point Q à 
droite (-) de D, et 2° qu^en tout point singulier $ de fd{z) 
sur D, on ait 



(33) \fd{^)\ < el^-'il" {ni constante numérique > o), 

pour z voisin de \ à droite de D. 



(') A savoir ce théorème : Si F(^) est holomorphe et de module moindre 

que H dans un cercle de rayon et de centre -Sj, | FO) ( 5^ ) | est moindre que H ^ • 
(2) Voir le n« 24. 
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Soit alors PP' un segment de D compris enlre O et Q et le long 
duquel fd{^) est holomorphe. Quel que soit 5© entre P et P', la 
fonction /</( -3) (dès que n dépasse une certaine limite) est holo- 

morphe et de module moindre que e^*'*'^ dans Faire rf^« qui cor- 
respond à chaque valeur de n. Or la quantité 

m 

( ^ \"*__ /Jt \"*/log/i\"* 

\Th) -\\) y-r) 

est moindre que /i\ dès que n dépasse un certain entier q^ en 
sorte qu'on a 

|/(-o) — S«(^o)|<2e«*x^, 

pour n >qi le long du segment PP'. Cette inégalité entraîne les 
mêmes conséquences que ci-dessus. 

Remarquons que, sur D, les points singuliers Ae fd{z) peuvent 
former des ensembles quelconques, et même comprendre tous les 
points d'un segment : la seule condition qui leur soit imposée est 
rinégalité (33). 

En définitive, si la fonction f{z) est holomorphe à droite de D 
jusqu'en un certain point Q, et si, en chaque point singulier $ 
de/d(s) sur D, rinégalité (33) est vérifiée, la série (Mj) con- 
verge absolument et uniformément vers fa (z) sur tout seg- 
ment PP't/eOQ le long duquel fa{z) est holomorphe; les séries 
dérivées terme à terme convergent de la même manière sur PP' 
vers les dérivées successives de fu{z). 



29. Par exemple, appliquée à la fonction e^\ la série (M2) 
converge absolument dans tout le plan, sauf pour 3 = 1; elle 
converge uniformément dans toute aire qui n'a aucun point 
commun avec la demi-droite ^>i, j- = o. Elle converge uni- 

formémenl vers c^'* sur tout segment fini XfX^ de cetlo demi- 
droite (i <C ^< <! ^2)- 

Il est jnipossible que cette dernière série converge uniformé- 
ment sur une courbe traversant la demi-droite exceptionnelle : 
autrement, on formerait aisément une courbe fermée C entourant 
le point z ^= i et sur laquelle la série (M^) convergerait unifor- 
£. B. 10 
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mément. Les lermes de cette série (poljnomes en s) étant holo- 
morphes dans C et sur C, Ja série (d'après un théorème classique) 
convergerait uniformément dans C, et sa somme serait holomorphe 
dans C, en particulier pour >3 = i , ce qui est absurde. La remarque 
s^étend évidemment au développement d'une fonction quelconque 
par la série (Ma). 

Admettons enfin que, y(5) étant toujours holomorphe à droite 
de OQ, rinégalilé (33) ne soit pas vérifiée, mais qu'on connaisse 
une limite quelconque du mode de croissance de /d(^) dans le 
voisinage de chacun des points singuliers ^ situés sur D (entre O 
et (^); soit 

l/"(--)l<?(iT:^)- 

On peut toujours former une série analogue à (Ma) et qui repré- 
sente fd{z) sur OQ (en dehors des points singuliers) : il suffit, 
dans les raisonnements précédents, de faire décroître h plus len- 

temenl encore avec ~> et de prendre h = t-- — : tel que (la con- 

stantc g étant arbitraire, mais positive) Ton ait 

e 4 

dès que n dépasse une certaine limite (qui dépend de g) (*). 
Par exemple, si l'on sait qu'on a 



|/r/(-s)|<e^'"""'" (mconst.>o), 

dans le voisinage de chaque point Ç, il suffit, comme on le voit 
aisément, de prendre h = loera = i — ; ; • 

* ^ 10j;IOg/l — IOg'2 

Enfin, tous les résultats obtenus s'étendent d'eux-mêmes aux 
fonctions de plusieurs variables. 

(*) L'existence de séries (M) qui convergent sur les demi-droites frontières 
au delà des pôles a été démontrée pour la première fois, à l'aide de considéra- 
tions toutes difTérenteSy par M. Helge von Koch. M. Mittag-LefQer a récemment 
indiqué d'autres séries (M) convergentes au delà des points singuliers isolés de 
f{z) qui ne sont pas des points de branchement (points essentiels de Weicrstrass), 
et cela quel que soit le mode de croissance de/(z) aux alentours du point. 
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30. Quelques applications des résultats précédents, — JNe 
considérons plus, dans ce qui suit, que des fondions f{z) donl 
les points singuliers à dislance finie sont tous algébriques. La 
série (M^) correspondante convergera dans tout le plan, sauf aux 
points singuliers, sommets de Tétoile, etreprésenteray*</(5) sur les 
demi-droites D. 

Appliquons cette remarque auxéquations diOerentielles linéaires 
à coefficients algébriques, et soient !^{ , . . . , !^a les points singuliers 

de l'inléffrale. Si l'on pose Z = 7— — > rintéerrale de- 

vient (*) une fonction f{'lj) dont le seul point singulier non algé- 
brique est à rinfiniy et qui n'a qu'un nombre fini de points cri- 
tiques algébriques : le développement àe f(^z) en série (M2) con- 
verge donc dans tout le plan sauf aux points singuliers. 

Quand, à la série (M^), on substitue la série conjuguée (M^), qui 
s'en déduit en changeant partout h en — A, la nouvelle série jouit 
exactement des mêmes propriétés que (M2) à cela près que fa (z) 
est remplacé partout par/^(-G), valeur de /à gauche de D. 

Ajoutons ensemble maintenant, terme à terme, les deux sé- 
ries (Ma) et (M3), multipliées respectivement par ^> j-; 

on forme ainsi une série (M), qui représente f{z) dans l'étoile A, 

-et qui, sur les demi-droites frontières, représente -^ — r^'« 

En particulier, si l'on prend a =. 6, on obtient une série de la 
forme 

cil les coefficients A sont réels, qui représente f[z) dans l'étoile 
et la moyenne arithmétique de fa et fg sur les demi-droites D. 

Appliquée à y/i — :;, cette série représente y/i — x pour x réel 
et <C I et représente zéro pour x réel et ^ i . 

Si Ton retranche terme à terme les deux séries (M2) et (M3), 
on obtient (après division par /) une série de forme entièrement 
analogue à la précédente, qui représente zéro dans tout le plan, 
quel que soit f{z)^ sauf sur les demi-droites D où elle repré- 
sente//— /«.. 



(*) On peut évitei* celte Iransformalion en discutant le mode de croissance de 
i'intégrale dans le voisinage de chaque point singulier v 
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31. Parmi les séries (M) de la forme ^^^^ill±4^^^ la sérié 

— * . — ^» que je désignerai par (M»), est la plus remarquable. 

Appliquons ce développement (M^) à une fonction /{z) qui n'a, 
sur Taxe réel, d'autre point singulier que le point 5= i, point 
algébrique autour duquel deux branches seulement se permutent. 
La série (M4) jouit alors des propriétés suivantes : 

r* El/e converge absolument et uniformément, ainsi que 
les séries dérivées, sur tout segment de Uaxe réel qui ne com- 
prend pas le point x = i ; elle converge vers f{x) pour x < 1 

et vers ^^ — '^ — -pour x > i {voir le n** îzo). 

2"* La somme G(x) de cette série coïncide donc avec f{x) 
pour X <Cif et avec une fonction analytique distikcte def(x) 
pour ^ > I . Mais, si Von applique à la. fonction 0(x) le déve- 
loppement (M») en prenant Xq comme origine, la nouvelle 
série (M^) jouit des mêmes propriétés et représente la même 
fonction G{x) que la première sur tout l'axe réel ( * ). 

Par exemple, appliquée à F(<s) = y/i — <3, [F(o)=-hi], la 

série (M4) représente 4- \/i — x pour a: <C i , et — ^x — 1 
pour x'^ ï , 

32. Considérons enfin une fonction harmonique V(:r, j>% z)^ 
uniforme et régulière dans tout l'espace sauf en certains points où 
elle devient infinie algébriquement (ou moins rapidement qu'une 
fonction algébrique). La série (M2)7 étendue à trois variables, 
converge absolument vers V(x, y, z)^ dans tout l'espace réel, 
sauf aux points singuliers; elle converge uniformément dans tout 
domaine intérieur à l'étoile; elle est dérivable terme à terme indé- 
finiment (sauf aux points singuliers) et les séries dérivées ont les 
mêmes propriétés que la série elle-même. 

(*) On peut même former des exemples où lu série (M^) jouit de toutes les 
propriétés énoncées, et de plus converge absolument et uniformément, ainsi que 
les séries dérivées, sur tout segment de Taxe réel (le point x = i compris); la 
fonction réelle G(j;) a donc des dérivées de tout ordre quel que soit x, mais, 
pour x = ïf cette fonction et toutes ses dérivées sont nulles, et la série (M4) 
d'origine x = 1 est identiquement nulle. 



NOTE IL 

DÉMONSTRATION D'UN THÉORÈME DE M. BAIRE. 
Par m. Henri Lebesgue. 



Oq appelle fonctions de classe i celles qui peuvent élre consi- 
dérées comme les limites de suites converg^entes de fonctions con- 
tinues. 

Nous dirons qu'une fonction y est, à moins de e près, de classe i 
dans un intervalle I (') si Ton peut trouver une fonction o de 
classe 1 telle que, pour tous les points de I, on ait 

Nous dirons qu'une fonction/ est, à moins de s près, de classe i 
en un point P s'il existe un intervalle, contenant au sens étroit le 
point P, dans lequel y est, à moins de s près, de classe i. 

Nous dirons qu'une fonction y est de classe i en un point P si, 
quel que soit e positif, y est de classe i, à moins de e près, en P. 

Supposons que Ton convienne de s'occuper seulement des va- 
leurs dey — cp pour les points d'un ensemble parfait E. Alors les 
délinltions précédentes nous font connaître les conditions dans 
lesquelles on dira qu'une fonction est de classe i, à moins de s 
près, sur E ou qu'elle est de classe i sur E en un |)oint de E. 

Remarquons encore que si la fonction o de comparaison avait 
été supposée continue dans un intervalle, au lieu d'être supposée 
de classe i dans un intervalle, nous aurions eu une défmition de 
la continuité en un point déduite d'une définition de la continuité 



(') Toutes les déHnitions et tous les raisonnements qui suivent concernent les 
fonctions d'une seule variable; il suffirait de très légers changements pour les 
rendre applicables au cas général. 
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dans un intervalle (*) supposée antérieuremenl donnée. D'ailleurs 
les raisonnements qu'on va lire sont exactement calqués sur une 
suite de raisonnements permettant de fonder la théorie des fonc- 
tions continues sur la définition de la continuité dans un intervalle, 
et non pas, comme on le fait le plus souvent^ sur la continuité en 
un point. 

I. Toute suite uniformément convergente de fonctions de 
classe I a pour limite une fonction de classe i (^). 

So'ii fs^ fit ..- une suite uniformément convergente de fonc- 
tions de classe I , y sa limite. Soit £| -|- £2-+- . . . une série con- 
vergente de nombres positifs décroissants. On peut toujours 
trouver np tel que, quel que soit q positif, on ait 

je suppose de plus que les np croissent avec p, La série 

/«i "+" C fn% y /», ) -+- ( y /i, y /ij ) • . • 

est convergente et de somme f\ ses termes sont de classe i, car 
la différence de deux fonctions de classe i est une fonction de 
classe I . 

Le ^*^'™'^ terme (/?^o) est la limite, pour /' infini, de la suite 
de fonctions continuesy"'^. Je dis que, pour/?>o, on peut sup- 
poser que, quel que soit r, on ait |yn<e^. En effet, si les /^ ne 
satisfont pas à cette inégalité, posons 

^p=/p» quand on a —Zp<f''p<Zp\ 

FJ=— Ep, quand on a fp= — ^p\ 

Fj=-+-ep, quand on a ^p=fp. 

Les F^ ont même limite que les^"^, car la limite de ceux-ci ne 



(') Celle de la page 27 ou toute autre équivalente, celle-ci par exemple : une 
fonction est continue dans un intervalle si on peut l'y représenter par une série 
uniformément convergente de polynômes. 

(^) D'après la déOniiion adoptée les fonctions continues sont des fonctions de 
classe i.Sif comme le fait M. Baire, on excluait de la classe i les fonctions con- 
tinues, il faudrait, dans cet énoncé et dans les suivants, remplacer /o/ic/io/i de' 
classe I ^^v fonction continue ou de classe 1. 
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surpasse pas s^ en valeur absolue, donc on peut remplacer les/^ 
par les F'^ qui satisfont à toutes les conditions indiquées. 
Les/^ étant choisies comme il vient d'être dit, posons 

La série cp^ est absolument et uniformément convergente, ses 
termes sont des fonctions continues, la fonction rf^ est continue. 
Mais cpr tend vers/, quand /* croît, car les p premiers termes de Or 
ont une somme qui tend vers/^ et les suivants ont une somme au 
plus égale en valeur absolue k tp-\- e^^i + . . . . 

Ceci démontre le théorème. 

Considérons des intervalles I| , I2, . . . , en nombre fini ou dénom- 
brable et des fonctions de classe i /o/j-» • • -5 définies respecti- 
vement dans ces intervalles, extrémités^ comprises. J'appelle / 
la fonction égale k/i dans I|, à/i dans la partie de I2 extérieure 
à I|, à/3 dans la partie de I3 extérieure à I| + I2, etc., je dis que/ 
est de classe i. Soit/* ,/j^, . . ., une suite de fonctions continues 
tendant vers /p. Par /''je désigne une fonction continue assujettie 
aux seules conditions d'être égale à /^ dans I|, à /^ pour les 

points de I2 qui sont distants de - au moins de ceux de 1,, à /J 

« 

pour les points I3 qui sont distants de - au moins de ceux de 

I1-I-I27 • • • • /'^ tend vers /, quand r augmente indéfiniment, 
donc / est de classe 1 dans I| -|- l^ -4- . . . . 

Supposons maintenant que o soit, a moins de e près, de classe 1 , 
dans chacun des intervalles !«, L,, .... Cela veut dire qu'on peut 
trouver les fonctions de classe i /,, f^, ..., définies dans I, , 
I2, ..., et différant de cp de moins de s, donc ç diffère de la 
fonction /, formée comme il vient d'être dit, de moins de e 
dans I| -h I2 -h • • • » et par suite cp est, à moins de s près, de classe i 
dans I| 4- I2 + ... 

D'après le théorème de M. Borel, démontré page y, dire 
qu'une fonction /est, à moins de s près, de classe i en tous les 
points d'un intervalle I, extrémités y comprises, c'est dire que I 
est la somme d'un nombre fini d'intervalles dans lequel /est de 
classe I, à moins de e près. Donc : 

II. Si une fonction est, à moins de e près, de classe i en tous 
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les points d'un inler^^alle, elle est, à moins de e près, de 
classe i dans cet intervalle. 

D'ailleurs, d'après I, une fonction est de classe i dans un inter- 
valle si, quel que soit e positif, elle est de classe i, à moins de 
£ près, dans cet intervalle; car elle est alors la limite d'une suite 
uniformément converg^ente de fonctions de classe i, donc : 

III. Si une fonction est de classe i en tous les points d'un 
intervalle, elle est de classe i dans cet intervalle. 

Ces deux théorèmes sont encore exacts lorsqu'on ne sait rien 
relativement aux extrémités a et 6 de l'intervalle considéré. 

Modifions, en effet, la fonction donnée f en lui donnant la 
valeur constante f{a) de — oo à a et la valeur constante f{b) 
de 6 à 4-00, elle est alors de classe i dans les deux intervalles 
(—00, a), (6, 4-oo). 

Si nous supposons qu'elle est de classe i, à moins de s près, 
en tous les points intérieurs à (a, 6), cela ne sera pas chang;é par 
la modification indiquée. Du théorème de M. Borel on déduit 
facilement que l'ensemble des points intérieurs à (a, b) est 
l'ensemble somme d'une infinité dénombrable d'intervalles dans 
chacun desquels y* est, à moins de e près, de classe i. 

L'intervalle ( — ce, 4- oc) est donc la somme d'une infinité 
dénombrable d'intervalles dans chacun desquels, après la modifi- 
cation, y est de classe i, à moins de s près; dans ( — oo, + oo), 
après la modification, y* est de classe i, à moins de e près; avant la 
modification, y*était de classe i, à moins de e près, dans («, 6); 
c'est la proposition II, d'où l'on déduit la proposition III. 

Des théorèmes II et III ainsi complétés, il résulte que l'en- 
semble des points en lesquels une fonction donnée y n'est pas de 
classe I ne contient aucun point isolé et que, de même, l'en- 
semble E des points où y n'est pas de classe i, à moins de s près, 
ne contient aucun point isolé. Par définition f ne peut être de 
classe I, à moins de e près, en un point P sans qu'il en soit de 
même pour tous les points assez voisins de P; le complémentaire 
de E ne peut donc contenir aucun point limite de E, c'est-à-dire 
que E est fermé, par suite : 

IV. U ensemble E des points en lesquels une fonction donnée f 
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n'est pas de classe i , à moins de e près, est un ensemble parfait. 
Je vais mainteDant démontrer la propriété suivante : 

V. La fonction f est discontinue sur E en tout point de E ( * ). 
Soient I| , I2, . . . , les intervalles contigus à E ; d'après II, f est 

de classe i, à moins de e près, dans chacun d'eux. Soit cp^ une 
fonction de classe 1 limite, pour r infini, de la suite convergente 
des fonctions continues <5^ et différant de/, dans I^, de moins de e. 
Si y était continue sur E, en un point M de E, la fonction ^ égale 
à Op dans I^ et à /(M) sur E différerait de / de moins de e dans 
un certain intervalle contenant M à son intérieur. En M, / n'est 
pas de classe 1, à moins de s près; il suffira donc de démontrer 
que <p est de classe i pour prouver le théorème V. 

J'appelle V l'intervalle ayant même milieu que ly, et tel que 

longueur lp= longueur IJn — ■• 

J'appelle cp'* une fonction continue assujettie aux seules condi- 
tions d'être égale à /^ dans I^, à /^ dans I^, . . . , à /J! dans V^ et 
à /(M) à l'extérieur de I< + 12 + . . . 4- Ir- ? est la limite, pour 
r infini, de cp'*; le théorème est démontré. 

J'arrive maintenant au théorème de M. Baire (^). 

VI. Pour qu'une fonction soit de classe i il faut et il suffit 
qu'elle soit ponctuellement discontinue sur tout ensemble par- 
fait, 

La condition est suffisante. Si y n'est pas de classe i,y n'est 
pas de classe i, à moins de e près, si e est assez petit, d'après I. 
D'après II, il existe alors des points o\xf n'est pas de classe i, à 
moins de e près; d'après IV et V l'ensemble E de ces points est 
parfait et/ est totalement discontinue sur E. 

La condition est nécessaire (*). Soit y de classe i, limite des 
fonctions continues y, /i» fzi •••• J'appelle ^n.p l'ensemble 

(') D'une façon plus précise, en aucun point de E, / n'est de classe i, à moins 
de c près, sur E. 

(2) Voir Baire, Comptes rendus^ 21 mars 1898 et Thèse, Annali dl Materna- 
tica, 1899; Lebksoue, Comptes rendus, 27 mars 1899; Baire, BuUetin de la 
Société mathématique de France, 1900. 

(^) La démonstration qui suit diffère sensiblement de celle de M. Baire, 
mais la plupart des raisonnements qui y sont employés lui sont dus. Cette 
démonstration a été obtenue indépendamment par M. Paul Monlcl et par moi. 
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fermé des points pour lesquels on a \/n — //i^^l^e. E étant un 
ensemble parfait quelconque, donné arbitrairement, j'appelle E„ 
l'ensemble des points communs à la fois à E, à En,i, à E^ 2? • • •• 
En, étant l'ensemble commun à une infinité dénombrable d'en- 
sembles fermés, est fermé. E est la somme des E^; je dis que l'on 
peutprendre n assez grand pour qu'il existe un intervalle I conte- 
nant des points de E et tel que tous les points communs à I et E 
appartiennent à E» (*). Si cela n'était pas, dans tout intervalle I 
contenant des points de E on pourrait, quel que soit /i, trouver 
un point de E n'appartenant pas à E;^ et, puisque E^ est fermé, un 
intervalle contenant des points de E sans contenir de points deEn. 
Or soit I| un intervalle contenant des points de E et pas de points 
de Ef, soit I^ un intervalle, intérieur à Tf, contenant des points 
de E et pas de points de Ea, etc. On ne peut pas continuer ainsi 
indéfiniment, sans cela, à l'intérieur de 1|, I2, ••., existerait au 
moins un point de E qui n'appartiendrait ni à E|, ni à E2, . • •• 
Par suite on peut trouver I, contenant des points de E, et n de 
manière que, dans I, E et E„ soient identiques. l)ans I,yet fn 
diffèrent de e au plus; si V est choisi intérieur à I, contenant des 
points de E, et assez petit pour que, dans I', l'oscillation de /n soit 
inférieure à e, l'oscillation de/ sur E, dans F, est inférieure à 3e. 

Ceci posé, lo étant choisi arbitrairement, contenant des points 
de E, nous pourrons choisir I^, intérieur à \p^^, contenant des 
points de E, et tel que, dans I^, l'oscillation de/ sur E soit infé- 
rieure à 3 : /?. A l'intérieur de tous ces intervalles I©, li, .-., 
existe au moins un point de E; en ce point /est continue sur E. 

En terminant, j'indique une pro|)riété qu'on peut parfois invo- 
quer pour démontrer qu'une fonction est de classe i (^). 

Vil. Pour qu'une /onction / soit de classe i, il faut et il 
suffit que y quelque soit z positif y Cinters^alle que C on considère 
soit la somme d^une infinité dénombrable d^ ensembles fermés 
sur chacun desquels f est continue, à t près. 

La condition est nécessaire. En effet si, dans la démonstration 

(*) Ici, el dans la suite, il s*agit de points contenus, au sens étroit, dans les 
intervalles indiqués. 

(^) Pour plus de détails voir une Note qui paraîtra prochainement dans le 
Bulletin de la Société mathématique de France, 
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précédente, E est l'intervalle considéré, cet intervalle est la somme 
des E« et, sur E,,, f el fn diffèrent de e au plus. 

La condition est suffisante. Pour le voir directement supposons 
que l'intervalle considéré soit la somme des ensembles fermés E^ 
et que, sur E;,, /"diffère de e au plus de la fonction continue y». 
Je prends un ensemble dénombrable Dn de points partout dense 
sur En en ayant soin d'y faire figurer les extrémités des intervalles 
contigus à En (*). Je barre ceux de ces points qui appartiennent 
à E< 4- Ea H- . . . -h E;i_i et je range les autres en suite simplement 
infinie, la suite An(M^, iV^, ...); d'ailleurs, si un point M a été 
barré de D» parce qu'il appartient à E,n'{n! <i n), j'ai eu soin de 
faire figurer M dans D«'. 

Je vais construire une fonction continue F^. Pour cela je prends 
le point M*, au moins les p premiers points de A^_i, au moins 
les /? premiers points de Ap_2, et ainsi de suite. Je prends dans 
chacune de ces suites assez de points pour que, si M[ est pris, 
auquel cas, faisant partie de A;^, il ne fait pas partie de E;^_i, les 
deux extrémités de l'intervalle contigu à Eyt«| et contenant Mj, 
qui font partie de l'une des suites A;v_<, A;t_2, ..., A<, soient 
prises aussi. La fonction continue F^ est définie par la condi- 
tion d'être linéaire entre deux des points ainsi choisis et, si M^ a 
été choisi, d'être en ce point égale k/ff (M^). 

Cherchons la limite de F^, quand p augmente indéfiniment. Si 
R appartient à Tune des suites A, il est évident que F^(R) tend 
vers y„^(R), /Iq étant le plus petit indice correspondant à un 
ensemble E„ contenant R. Il en est encore de même si R n'appar- 
tient à aucune suite A; car, dès que p est assez grand, les deux 
points servant à la définition de F^ et contenant entre eux R sont 
deux points S, T de A„^. Fy,(R) est dès lors comprise entre /„^(S) 
ety*„^(ï), quantités qui tendent, quand p augmente, vers y^^(R) 
car /„^ est continue et S et T tendent vers R. 

La suite des F^ est convergente, sa limite F diffère de la fonc- 
tion y de e au plus, donc /est, à e près, de classe i. Puisque e est 
quelconque, il résulte de I que/ est de classe i. 



(') A. cause du rôle joué par les ihtcrvalles contigus, celte démonstration ne 
s'applique pas immédiatement au cas de plusieurs variables. 



NOTE m. 

SUR L'EXISTENGK DES FONCTIONS DE CLASSE QUELCONQUE. 

Par m. Emile Borel. 



On peut se demander si la classiricalion de M. Baire n'est pas 
purement idéale, c'est-à-dire s^il existe effectivement des fonc- 
tions dans les diverses classes définies par M. Baire. Il est clair, 
en effet, que si l'on prouvait, par exemple, que toutes les fonctions 
sont de classe o, i, 2 ou 3, la plus grande partie de la classifica- 
tion de M. Baire serait sans intérêt. Nous allons voir qu'il n'en 
est rien; mais il est tout d'abord nécessaire d'insister un peu sur 
ce que l'on doit appeler une fonction définie (*). Il est, en effet, 
aisé de voir qu'il existe des fonctions de classe supérieure à un 
nombre quelconque (fini ou transfini) donné d'avance; car l'en- 
semble E des fonctions dont la classe ne dépasse pas un nombre 
donné a évidemment la puissance du continu; et l'ensemble F 
de toutes les fonctions possibles a une puissance supérieure à celle 
du continu (-); l'ensemble F est donc infiniment plus riche que 
l'ensemble E, c'est-à-dire renferme une infinité de fonctions qui 
n'appartiennent pas à E. Mais ce raisonnement basé sur les puis- 
sances a un grave défaut : il nous apprend bien qu'il y a des fonc- 
tions de F qui n'appartiennent pas à E, mais il ne nous donne 
pas le moyen d'en définir une, c'est-à-dire d'en désigner une de 
telle manière qu'on puisse la distinguer des autres; en d'autres 
termes de manière que deux personnes différentes, lorsqu'elles 
parlent de cette fonction, soient certaines qu'elles parlent de la 
même. 

Le raisonnement précédent ne permet pas d'exclure Tliypothèse 
où un théorème tel que le suivant serait exact : toute fonction 

(*) Voir mes Leçons sur la théorie des /onctions, Notes II cl lïï. 
(') Loc. cit. 
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effectivement définie est nécessairement de classe o, i , 2 ou 3. 
Nous allons, au coDtraire, montrer qu'il est possible de définir 
efTectivement une fonclion dont la classe dépasse un nombre donné 
d'avance. 

D'ailleurs, cette défînition exigera en général des opérations 
transcendantes pratiquement inexécutables ; on sait que cette diffi- 
culté se présente presque toujours lorsqu'il intervient des pro- 
cessus infinis : séries ou intégrales 

Voici comment on peut définir une fonction de classe supé- 
rieure à deux; le même raisonnement s'appliquerait à une classe 
quelconque. Posons 

Y=o 

Toute série double de poljnomes peut être écrite sous la forme 




(') 2. 2iP«.p(^) 



Si dans un certain intervalle la série (i) converge, elle définit, 
dans cet intervalle, une fonction de classe o, 1, ou 2; et toute 
fonction de classe o, 1 ou 2 peut être définie de cette manière par 
un choix convenable des Ca,p,Y (chaque fonction est même définie 
d'une infinité de manières, mais cela n'a pas d'inconvénient pour 
ce qui suit). 

On peut, au Tableau des constantes Ca^p^y, faire correspondre 
d'une manière univoque un nombre Un compris entre o et i ; c'est- 
à-dire s'arranger de manière qu'à tout nombre Un corresponde un 
système de constantes Ca^p^y et à tout système de constantes un 
nombre Un', deux nombres distincts correspondant à deux sys- 
tèmes distincts, et réciproquement. Une telle correspondance peut 
être réalisée d'une infinité de manières difTérentes; mais, parmi 
cette infinité de manières, nous pouvons en choisir une bien 
déterminée (*). Ceci fait, nous allons définir une fonction ^(x), 
dans l'intervalle o — i , de la manière suivante : soit Un une valeur 
quelconque de x comprise entre o et 1 ; formons la série (i) qui 

( ' ) Voir mes Leçons sur la théorie des fonctions, Chap. I. 
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correspond à Un d'après ]a correspondance précédemment réalisée; 
si pour ^ = a» la série (i) ainsi formée diverge, ou si elle converge 
et a une somme différente de zéro, nous poserons 

/("«) = o; 

si pour :r = W/i la série (i) correspondant à x converge et a pour 
somme zéro, nous prendrons 

/(Ua)= I. 

11 est clair que la fonction /{x) que nous avons ainsi définie 
dans l'intervalle o — i n'y coïncide avec aucune fonction de 
classe o, i , 2. Car une telle fonction, définie dans l'intervalle o — i , 
est représentable par une série (i) convergente pour toutes les 
valeurs de x comprises entre o et i . Supposons, pour un instant, 
que la fonction /{x) puisse être représentée par une telle série et 
soit Un le nombre qui correspond au système des coefficients 
Ca,p,y àe cette série; pour :r = m» la série converge, puisque Un est 
compris entre o et i ; or, si la somme de la série est différente de 
zéro, on a /"( Wn ) = o et, si la somme delà série est égale à zéro, on 
a/(wn)= 1 • Il y a donc contradiction et nous avons établi le 
résultat que nous avions en vue : il est possible de définir effecti- 
vement une fonction déterminée dont la classe, dans la classifica- 
tion de M. Baire, soit supérieure à un nombre quelconque 
donné d'avance (*). 

(*) La démonstration précédente prouve simplement que la classe de la fonc- 
tion définie est supérieure à 2, mais n'exclut pas la possibilité que cette classe 
soit un nombre transfini (ou même, à la rigueur, que la fonction définie soit 
au delà de toute classification, bien que ce ne soit guère vraisemblable). M. Le- 
besgue, à qui j'ai communiqué cette démonstration, a pu, en la modiûant et la 
complétant, en déduire la définition d'nne fonction déterminée de classe 3; sa 
démonstration paraîtra prochainement dans le Journal de M. Jordan. 
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